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Аннотация. В статье предложен алгоритм моделирования неустановившегося течения 
в разветвленной гидравлической системе, предназначенный для решения нестацио-
нарной модификации уравнения Бернулли, использующий в своей основе графы и со-
ответствующие их вершинам и ребрам потенциалы. Реализована расчётная про-
грамма, апробированная на наборе различных тестов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В задачах гидравлики часто возникают системы, которые могут быть упрощены до графа 

перетоков. Самым простым примером таких графов является система трубопроводов, течение 

в которой может быть упрощено до осевого. Более сложным вариантом служит система под-

земных течений, которая может быть представлена в виде графа известных притоков и неиз-

вестных оттоков. Использование сеточного метода при решении задачи гидравлического рас-

чета неустановившегося течения в системах протяженной длины требует больших вычисли-

тельных мощностей, поэтому в данной работе предлагается описывать течение с помощью 

нестационарного уравнения Бернулли с динамическим слагаемым в силу его меньшей вычис-

лительной сложности. 

В работе рассматривается модель транспортировки неустановившегося однофазного по-

тока жидкости от первоначального состояния гидравлической системы до момента установле-

ния потока (либо до достижения определенного момента времени). В основе алгоритма лежит 

модель неустановившегося течения реальной жидкости, описываемая уравнением Бернулли. 

Нестационарная модель позволяет проследить режим течения жидкости гидравлической си-

стемы в данном временном интервале, получить данные о возможных переходах между лами-

нарным и турбулентным режимами, оценить вероятность появления циклических режимов 

движения жидкости. 

Большинство алгоритмов, основанных на уравнении Бернулли, рассматривают исключи-

тельно установившийся режим течения, даже если система перетоков является сложной, с 

большим числом ветвлений [1, 2]. Однако, при наличии циклов и достаточно большой поло-

жительной обратной связи могут возникать эффекты осцилляции, которые либо приведут к 

развалу стационарного решения, либо к совершенно неадекватному результату. С этой точки 

зрения, уравнение Бернулли с динамическим слагаемым [3] более корректно описывает не-

установившийся поток и позволяет достаточно быстро получать решение в силу своей про-

стоты.
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УРАВНЕНИЯ СИСТЕМЫ ПЕРЕТОКОВ 

Дана нестационарная система перетоков несжимаемой однофазной жидкости. В основе 

предлагаемого алгоритма решения задачи лежат графы. Например, участок сложного трубо-

провода может быть преобразован в граф, соответствующий перетоку жидкости из одного 

узла в другой. Пример такого преобразования показан на рисунке 1а. Узлами графа считаются 

участки, которые могут иметь произвольное число притоков и оттоков, другими словами – 

ветвления, что продемонстрировано на рисунке 1б. Рёберными элементами графа считаются 

протяжённые потоки, количество жидкости в которых неизменно. 

 

 
 

 

 

а б 

Рис. 1. Концепции графа перетоков: а) упрощение системы труб до графа; б) рёберные и узловые по-

тенциалы 

Проиллюстрируем принцип формирования системы уравнений для неустановившегося од-

нофазного течения на примере, соответствующем графу перетоков, изображённому на рис. 1б. 

Связь двух узлов может быть описана уравнением, полученным элементарным преобразова-

нием уравнения Бернулли [3]: 
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где Δz – разница высот между узлами, Δp – разница давлений, Q – объёмный расход в ребре 

графа, S1, S2 – поперечное сечение на концах участка, представимого в виде двух узлов и ребра 

между ними, h(z,p,Q,ρ) – другие внутренние силы (например, трение, сопротивление). 

Особое внимание следует обратить на слагаемое h(z,p,Q,ρ). В нестационарном случае по-

является сопротивление, связанное с инерцией массы жидкости строго вдоль потока, которое 

может быть выражено в виде интеграла 
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Преобразование 𝑣 =
𝑄

𝑆
 позволяет упростить интеграл до необходимости нахождения един-

ственной метрики γ = ∫
1

𝑆(𝑥)
𝑑𝑥

𝑙2
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. Однако, поскольку интегрирование должно осуществляться 

вдоль устойчивого потока, поперечные сечения должны браться с учётом движения массы 

жидкости при локальном режиме течения, а не только с учетом геометрии ёмкости. Чаще всего 

метрика инертности массы жидкости может быть найдена эвристически, лишь иногда анали-

тически, в силу сложности её нахождения для турбулентного течения. 

Таким образом, подставляя (2) в (1), получаем дифференциальное уравнение изменения 

скорости потока между двумя узлами: 
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Последовательные соединения элементов можно просуммировать. Очевидно, что вдоль 

последовательной цепи без ветвлений объёмный расход 𝑄 сохраняется. Таким образом, урав-

нение (1) с учётом (2), записанное для 𝑁 последовательных элементов, можно привести к виду: 
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Как можно видеть, добавление элементов к последовательной цепи требует не более чем 

суммирования коэффициентов при этих элементах. В случае, когда появляются ветвления 

можно провести параллель с электрической цепью (см. рис. 1б). В цепи есть результирующие 

потенциалы φi, расположенные в вершинах, и движущие потенциалы εj, расположенные 

между вершинами. Можно выделить потенциалы φ и ε: 
Δ𝑧, ℎ0 ↔ φ; 

Δ
1

𝑆2
, Δ𝑝, 𝐻тр, Γ ↔ ε. 

(5) 

где h0 – дополнительные узловые потенциалы, если таковые необходимы. 

На основании такого разделения на графе G=(V,E) уравнение (4) для некоторого ребра с 

индексом i можно упростить до вида 
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Наконец, для несжимаемой жидкости должно сохраняться количество жидкости, протека-

ющей через некоторый узловой элемент k по смежным рёбрам Ej, т.е. 

∑ 𝑄𝑖

𝑖∈{𝐸𝑗|𝑉𝑘 ∈ 𝐸𝑗}

= 0. 

Однако, прямая подстановка (6) привела бы к интегральному уравнению, численное реше-

ние которого довольно трудоемко. Идентичное условие можно получить, если использовать 

дифференциальное уравнение, дополненное начальным условием следующего вида: 

∑𝑄𝑖
′ = 0 ,∑𝑄𝑖 (0) = 0. (7) 

В этом случае выражение для 𝑄𝑖
′ уже известно и определяется уравнением (6). Учитывая 

этот факт, уравнения для вершин (7) и рёбер (6) могут быть собраны в систему следующего 

вида: 

{
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(8.1) 

 

 

 

(8.2) 

Данную систему уравнений можно рассматривать как состоящую из двух частей: из 

условно линеаризованной системы (8.1), где зависимый от 𝑄 потенциал 𝜀 считается констан-

той; и из системы ОДУ (8.2). Набор уравнений (8.2) может быть решён с помощью итератив-

ной численной схемы интегрирования (например, неявной схемы Эйлера, Гаусса-Лежандра). 

Тяговые потенциалы 𝜀 явно и напрямую зависят от скорости потока 𝑄, поэтому итерации чис
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ленной схемы производятся относительно потенциалов 𝜀. В свою очередь потенциалы φ под-

чиняются системе уравнений баланса (8.1), поэтому каждое промежуточное вычисление ε, 

производимое численной схемой, приводит к необходимости находить соответствующие про-

межуточные φ, используя линейную часть системы. Очевидно, что погрешность численного 

решения системы (8.1-8.2) определяется только погрешностью численной схемы, используе-

мой для решения (8.2), т.е. представляет собой величину O(t4,Q4) для схемы Гаусса- Лежандра, 

рассматриваемой далее. 

Таким образом, для выполнения одного временного шага, считая, что начальное состояние 

уже было задано, необходимо выполнить следующий алгоритм. 

1. Принять некоторые начальные значения для 𝑄𝑖
𝑘+1 2⁄ = 𝑄𝑖

𝑘 и φ𝑗
𝑘+1 2⁄ = φ𝑗

𝑘. 

2. При заданных промежуточных значениях потенциалов ε𝑖 (𝑄𝑖
𝑘+1 2⁄ ) с помощью вы-

бранной схемы численного интегрирования найти φ𝑗
𝑘+1 2⁄ , используя уравнение (8.1) 

системы. 

3. При новых φ𝑗
𝑘+1 2⁄  найти следующее приближение скорости потоков  𝑄𝑖

𝑘+1 2⁄ , исполь-

зуя второй набор уравнений (8.2). 

4. По достижении условия остановки (определяемого заданной точностью решения) 

или предельного числа итераций завершить вычисление нового шага, принять 

𝑄𝑖
𝑘+1 = 𝑄𝑖

𝑘+1 2⁄  и φ𝑗
𝑘+1 = φ𝑗

𝑘+1 2⁄ . Иначе, вернуться к шагу 2. 

Благодаря А-устойчивости схемы Гаусса-Лежандра, решение гарантировано существует  

для всех ε ∈ 𝐶 и шагов по времени 𝛥𝑡, соответствующих реальной скорости процесса. 

АПРОБАЦИЯ МОДЕЛИ И АЛГОРИТМА НА СИСТЕМЕ ВАЛИДАЦИОННЫХ ТЕСТОВ 

На основе приведенного выше алгоритма была написана расчетная программа. Все вычис-

ления производились на персональном компьютере. Алгоритм не был каким-либо образом 

распараллелен или оптимизирован. Несмотря на необходимость решать систему линейных ал-

гебраических уравнений каждую итерацию численной схемы, суммарное время решения не 

превышало нескольких секунд. 

Апробация алгоритма была проведена с помощью серии тестов: простые, для подтвержде-

ния согласованности с элементарными законами физики; сложные, для сравнения нестацио-

нарного решения в асимптотическом пределе с решением аналогичных задач в стационарной 

постановке. 

К простым относились такие задачи, как падение столба жидкости и сохранение количе-

ства жидкости в ветвлениях. О них достаточно сказать, что ускорение течения при свободном 

падении вертикально вниз сравнялось с ускорением свободного падения при отсутствии со-

противлений (что подтвердило корректность слагаемого hинерц), а сохранение количества жид-

кости при перетоке с ветвлением, продемонстрировало отличную консервативность и пока-

зало погрешность порядка 𝑂(𝑡4, 𝑄4) (10−11 от кумулятивной невязки при шаге по времени по-

рядка 5 ∙ 10−3). 

Первым из более сложных тестов было сравнение с задачей из сборника по гидравлике [4], 

визуальная схема которой представлена на рисунке 2а. Условие задачи формулировалось сле-

дующим образом: из бака А истекает вода со скоростью 𝑄1
0 = 3,2 л с⁄ , высота столба жидкости 

𝐻1 = 7,4м, избыточное давление 𝑝1. Для двух других баков 𝐻2 = 4м,𝐻3 = −0,6м. Трубы имеют 

длину 6 м, диаметр 30 мм, и сопротивления λт = 0,03 и ζк = 3,5, влияние которых описано в 

соответствующем разделе задачника. 

Численное решение производилось при шаге по времени 0,005 с. 

Характер истечения жидкости оценивался при помощи соотношений 𝑄2 𝑄1⁄  и 𝑄3 𝑄1⁄ . Ана-

литическим решением задачи являлись следующие значения: 𝑄2
0 = 0,858л с⁄ , 𝑄3

0 = 2,342л с⁄ . 

При этом 𝑄2
0 𝑄1

0⁄ ≈ 0,268125, 𝑄3
0 𝑄1

0⁄ ≈ 0,731875. Нестационарное решение, полученное с помо-

щью  разработанной программы в момент установления течения получилось следующим:
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𝑄1 = 1,258л с⁄ , 𝑄2 = 0,244л с⁄ , 𝑄3 = 0,101л с⁄ , то есть 𝑄2 𝑄1⁄ ≈ 0,194156, 𝑄3 𝑄1⁄ ≈ 0,805844. 

Направления движения жидкости получились верными и скорость истечений имела тот же 

порядок, а соотношения потоков оказались сравнительно недалеки. 

  

а б 

Рис. 2. Схемы апробационных тестов задачи из сборника [4] - (а) и транспорта многофазного течения [1] - (б). 

Некоторое заметное различие было объяснено условием аналитической задачи, при кото-

ром фиксируется скорость истечения 𝑄1
0. Данное допущение возможно в стационарном случае 

и невозможно в нестационарном, поскольку принудительная фиксация скорости потока влечёт 

не только огромную численную погрешность, но приводит к нежелательному эффекту само 

корректировки системы под внешние воздействия. Поэтому, полученное численное решение 

необязательно должно было совпасть с аналитическим в точности, оно устремилось асимпто-

тически к аналитическому решению спустя некоторое время, необходимое для становления 

режима течения (приблизительно 0,3 с для рассматриваемой задачи).  

Тестирование на примере второй задачи (рис. 2б) носило скорее качественный характер, 

так как в оригинальной статье [1] решалась стационарная задача с заданными режимами тече-

ниями, но для случая газожидкостной смеси (вода и пар без учета фазовых переходов) с учетом 

изменения температуры на отдельных участках. Отметим, что в стационарном случае потоки 

жидкости на некоторых участках были фиксированы, чего было крайне сложно добиться в 

нестационарном. Данные примера из статьи были внесены в вычислительную программу. Шаг 

по времени был установлен 𝛥𝑡 = 0.05с, было учтено сопротивление Дарси.  

Полученные на различных участках результаты вычислений в сравнении с результатами, 

приведенными в [1], представлены в табл. 1. В целом течение в участках 1-2, 2-3, 3-9, 10-9, 7-

8, 3-6 и 4-2, в момент становления качественно согласовалось с данными из [1]. Разница реше-

ний на остальных участках была объяснена, во-первых, учетом термодинамики и многофазно-

сти в модели, рассматриваемой в [1], а во-вторых, отсутствием информации о входном и вы-

ходном гидравлических давлениях. Несмотря на это все потоки имели корректное направле-

ние и вполне сопоставимый массовый расход. 
Таблица 1  

Погрешность позиционирования откалиброванной системы 

Метод 
Расход в ветви, кг/ч 

1-2 2-3 3-9 10-9 9-7 7-8 7-5 3-6 4-2 

Стац. [1] 1565,9 3790,9 190,9 2809,2 3000,1 1000,0 3000,0 3000,0 1625,1 

Нестац. 982,1 1964,3 541,6 1308,7 1850,4 672,0 1178,3 1422,7 982,1 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе предложен алгоритм гидравлического расчета для разветвленных систем 

неустановившихся перетоков жидкости, представляемый в графах, основанный на нестацио-

нарной модификации уравнения Бернулли. Алгоритм успешно апробирован на простых тестах 
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(свободное падения столба жидкости, сохранение количества жидкости) и на более сложных 

задачах: с аналитической задачей с жёстко заданным условием для скорости истечения жид-

кости из сборника [4] и с задачей гидравлического расчета в разветвленном участке трубопро-

вода из сторонней статьи [1] для оценки различий со стационарным многофазным потоком. 

В результате тестирования было установлено, что алгоритм обладает хорошей производи-

тельностью, если скорость реального процесса мала. Несомненным плюсом алгоритма и про-

граммы является тот факт, что задание дополнительных условий имеет простой принцип до-

бавления элементов в граф, указания их свойств и связей с другими элементами в графе. А 

полученное решение позволяет проследить весь процесс становления потока от начала до 

конца, выявить закономерности переходных процессов, или, если процесс не может устано-

виться (например, при наличии циклов в графе), показать динамику изменения параметров 

системы. Кроме того, для учёта местных сопротивлений имеется возможность задания произ-

вольной функции гидравлического потенциала для рёбер и вершин графа, что позволяет, 

например, учесть сопротивление на изгибах, ветвлениях и других сопротивлений, если их ха-

рактеристики известны. 

В дальнейшем планируется усовершенствовать алгоритм в следующих аспектах: учесть 

многофазность, теплообмен, сжимаемость при больших скоростях и давлениях; реализовать 

границы раздела жидкости и воздуха. Также, в связи с наличием жёстко заданных массовых 

или объёмных расходов, имеет смысл сформулировать и решить обратную задачу нахождения 

параметров системы на основании расходов, задаваемых в определённых участках. Обратная 

задача может позволить определить приблизительный граф перетоков подземных течений при 

достаточном количестве экспериментальных данных. 
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