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В работе получены законы сохранения нулевого, первого и второго порядков и проведен 

симметрийный анализ нелинейного уравнения Шредингера вида 

{
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢,

𝑣𝑡 = −𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣.
 

Частные случаи данной системы уравнений были изучены в работах [1] и [2], в которых 

были получены условия, которым должна удовлетворять правая часть системы уравнений 

указанного вида, обладающая широким набором законов сохранения. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение Шредингера, закон сохранения, преобразование, 

оператор полного дифференцирования, система дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим нелинейное уравнение Шредингера 

{
𝑖𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(|𝑢|

2) ⋅ 𝑢,

−𝑖�̄�𝑡 = �̄�𝑥𝑥 + 𝑓(|𝑢|
2) ⋅ �̄�,

           (1) 

где |𝑢|2 = 𝑢 ⋅ �̄� и 𝑓 ≠ 0. 

Заменой 𝜏 = −𝑖𝑡 систему (1) перепишем в виде 

{
𝑢𝜏 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(|𝑢|

2) ⋅ 𝑢,

−�̄�𝜏 = �̄�𝑥𝑥 + 𝑓(|𝑢|
2) ⋅ �̄�.

           (2) 

Положим вместо переменной 𝜏 переменную 𝑡, а вместо �̄� – переменную 𝑣. Теперь преобразуем систему (2) 

следующим образом 

{
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢,

−𝑣𝑡 = 𝑣𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣
 

или 

{
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢,

𝑣𝑡 = −𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣.
.                             (3) 

1. Закон сохранения нулевого порядка 

Сначала рассмотрим закон сохранения нулевого порядка (см. [1–2]) 

𝐷𝑡𝐴(𝑢, 𝑣) = 𝐷𝑥𝐵(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥),          (4) 

где 𝐷𝑡  и 𝐷𝑥 – операторы полного дифференцирования по 𝑡 и 𝑥 соответственно. 

Соотношение (4) запишем в следующим виде  

𝐴𝑢𝑢𝑡 + 𝐴𝑣𝑣𝑡 = 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥  

или, используя (3), 

𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) = 

= 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 . 

При независимых переменных 𝑢𝑥𝑥 и 𝑣𝑥𝑥 приравняем коэффициенты, тогда 

{

𝐴𝑢 = 𝐵𝑢𝑥 ,

−𝐴𝑣 = 𝐵𝑣𝑥 ,

𝐴𝑢𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢 − 𝐴𝑣𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣 = 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 .

             (5) 

Далее будем рассматривать три случая: 

1. 𝐴𝑣 = 0, 𝐴𝑢 ≠ 0; 
2. 𝐴𝑣 ≠ 0, 𝐴𝑢 = 0; 
3. 𝐴𝑣 ⋅ 𝐴𝑢 ≠ 0. 
Если 𝐴𝑣 = 0, 𝐴𝑢 ≠ 0, то 𝐵 = 𝐵(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥), 𝐵 = 𝐴𝑢𝑢𝑥 + �̃�(𝑢, 𝑣) и  

𝐴𝑢𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢 = 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 .             (6) 

Так как в (6) первые два слагаемых не зависят от 𝑣𝑥, а первое и третье слагаемое не зависят от 𝑢𝑥, то  
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{
𝐴𝑢𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢 = 0,

𝐵𝑣 = 0,
𝐵𝑢 = 0.

 

Следовательно, 𝐴𝑢 = 0. 

Если 𝐴𝑣 ≠ 0, 𝐴𝑢 = 0, то  xvvuBB ,, ,  

𝐵 = −𝐴𝑣𝑣𝑥 + �̃̃�(𝑢, 𝑣) и  

−𝐴𝑣𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣 = 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 

или 

−𝐴𝑣𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣 = �̃̃�𝑢𝑢𝑥 + (−𝐴𝑣𝑣𝑣𝑥 + �̃̃�𝑣) 𝑣𝑥       (7) 

Из (7) видно, что  

{
 
 

 
 
−𝐴𝑣𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣 = 0,

�̃̃�𝑢 = 0,
−𝐴𝑣𝑣 = 0,

�̃̃�𝑣 = 0.

 

Отсюда следует 𝐴𝑣 = 0. Второй случай невозможен. 

Если 𝐴𝑣 ⋅ 𝐴𝑢 ≠ 0, то из первых двух соотношений системы (5) выразим  

𝐵 = 𝐴𝑢𝑢𝑥 − 𝐴𝑣𝑣𝑥 + �̂�(𝑢, 𝑣), 
а третье уравнение (5) примет вид 

𝐴𝑢𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢 − 𝐴𝑣𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣 = (𝐴𝑢𝑢𝑢𝑥 − 𝐴𝑢𝑣𝑣𝑥 + �̂�𝑢)𝑢𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑣𝑢𝑥 − 𝐴𝑣𝑣𝑣𝑥 + �̂�𝑣)𝑣𝑥.      (8) 

Уравнение (8) представляет собой полином относительно переменных xu  и 𝑣𝑥, поэтому справедлива си-

стема  

{
 
 

 
 
𝐴𝑢𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢 − 𝐴𝑣𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣 = 0,

𝐴𝑢𝑢 = 0,
−𝐴𝑣𝑣 = 0,

�̂�𝑢 = 0,

�̂�𝑣 = 0.

      (9) 

Значит, �̂� – произвольная постоянная, 𝐴 = 𝛼1𝑢𝑣 + 𝛼2𝑢 + 𝛼3𝑣 + 𝛼4 при 𝛼𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Подставим в первое со-

отношение (9)  

(𝛼1𝑣 + 𝛼2)𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢 − (𝛼1𝑢 + 𝛼3)𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣 = 0 

или 

𝛼1𝑢𝑣 + 𝛼2𝑢 − 𝛼1𝑢𝑣 + 𝛼3𝑣 = 0. 

Отсюда следует, что 𝛼2 = 𝛼3 = 0.  

В итоге 

𝐴 = 𝛼1𝑢𝑣 + 𝛼4, 

𝐵 = 𝛼1𝑣 ⋅ 𝑢𝑥 − 𝛼1𝑢 ⋅ 𝑣𝑥 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
и закон сохранения нулевого порядка (4) примет вид 

𝐷𝑡(𝑢𝑣) = 𝐷𝑥(𝑣𝑢𝑥 − 𝑢𝑣𝑥). 

2. Закон сохранения первого порядка 

В этом параграфе рассмотрим закон сохранения первого порядка 

𝐷𝑡𝐴(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥) = 𝐷𝑥𝐵(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥 , 𝑢𝑥𝑥 , 𝑣𝑥𝑥)       (10) 

для системы (3). 

Соотношение (10) запишем в виде  

𝐴𝑢𝑢𝑡 + 𝐴𝑣𝑣𝑡 + 𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑡 + 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑡 = 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + +𝐵𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥  

или, используя выражения системы (3), последнее представим так 
𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 𝐴𝑢𝑥(𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑓

′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥(−𝑣𝑥𝑥𝑥 − 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) = 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥. 

При независимых переменных 𝑢𝑥𝑥𝑥 и 𝑣𝑥𝑥𝑥 приравняем коэффициенты, тогда 

{
𝐴𝑢𝑥 = 𝐵𝑢𝑥𝑥 ,

−𝐴𝑣𝑥 = 𝐵𝑣𝑥𝑥
       (11) 

и 

𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 𝐴𝑢𝑥(𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥(−𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) = 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 .        (12) 

Из (11) следует, что 𝐵 = 𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥) и сумму в правой части равенства (12) перепишем 

следующим образом 
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𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 = 

= (𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥))𝑢
𝑢𝑥 + (𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥))𝑣

𝑣𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥))𝑢𝑥
𝑢𝑥𝑥 + (𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥))𝑣𝑥

𝑣𝑥𝑥 = 

= (𝐴𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃𝑢)𝑢𝑥 + (𝐴𝑣𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃𝑣)𝑣𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑥𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + (𝐴𝑣𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥. 

Уравнение  

𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 

+𝐴𝑢𝑥(𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥(−𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) =     (13) 

= (𝐴𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃𝑢)𝑢𝑥 + (𝐴𝑣𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃𝑣)𝑣𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑥𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + (𝐴𝑣𝑥𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑃𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥  

представляет собой полином относительно переменных 𝑢𝑥𝑥 и 𝑣𝑥𝑥. Приравняем коэффициенты при этих переменных 

{
 
 

 
 𝐴𝑢 = 𝐴𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥 + 𝐴𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑃𝑢𝑥 ,

𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥 = 0,

−𝐴𝑣 = −𝐴𝑢𝑣𝑥𝑢𝑥 − 𝐴𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥 + 𝑃𝑣𝑥 ,

𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥 = 0.

          (14) 

и доопределим 𝐴 = 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑣𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣)𝑢𝑥 + 𝑑(𝑢, 𝑣). Также из системы (14) остаются два соотношения 

{
𝑃𝑢𝑥 = (𝑏𝑢 − 𝑐𝑣)𝑣𝑥 − 𝑎𝑣𝑣𝑥

2,

𝑃𝑣𝑥 = (𝑏𝑢 − 𝑐𝑣)𝑢𝑥 + 𝑎𝑢𝑢𝑥
2.

      (15) 

Продифференцируем первое соотношение (15) по 𝑣𝑥, а второе – по 𝑢𝑥 и приравняем правые части. Уточним, 

что a  является постоянной и  

𝑃 = (𝑏𝑢 − 𝑐𝑣)𝑣𝑥𝑢𝑥 + 𝑞(𝑢, 𝑣). 
Значит,  

𝐴 = 𝑎𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑣𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣)𝑢𝑥 + 𝑑(𝑢, 𝑣)  
и  

𝐵 = (𝑎𝑣𝑥 + 𝑐)𝑢𝑥𝑥 − (𝑎𝑢𝑥 + 𝑏)𝑣𝑥𝑥 + (𝑏𝑢 − 𝑐𝑣)𝑣𝑥𝑢𝑥 + 𝑞(𝑢, 𝑣). 
Теперь (13) упростим следующим образом 

(𝑏𝑢𝑣𝑥 + 𝑐𝑢𝑢𝑥 + 𝑑𝑢) ⋅ 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢 − (𝑏𝑣𝑣𝑥 + 𝑐𝑣𝑢𝑥 + 𝑑𝑣) ⋅ 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣 + 

+(𝑎𝑣𝑥 + 𝑐) ⋅ (𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) +    (16) 

+(𝑎𝑢𝑥 + 𝑏) ⋅ (−𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) = 

= ((𝑏𝑢𝑢 − 𝑐𝑣𝑢)𝑣𝑥𝑢𝑥 + 𝑞𝑢)𝑢𝑥 + ((𝑏𝑢𝑣 − 𝑐𝑣𝑣)𝑣𝑥𝑢𝑥 + 𝑞𝑣)𝑣𝑥. 

Выпишем коэффициенты при переменных 𝑢𝑥𝑣𝑥, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥, 𝑢𝑥
2, 𝑣𝑥

2, 𝑢𝑥
2𝑣𝑥 и 𝑢𝑥𝑣𝑥

2 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑎(𝑓′(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑣 + 𝑓(𝑢𝑣)) − 𝑎𝑓′(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑣 − 𝑎𝑓(𝑢𝑣) = 0,

𝑐𝑢𝑓 ⋅ 𝑢 − 𝑐𝑣𝑓 ⋅ 𝑣 + 𝑐 ⋅ (𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑣 + 𝑓(𝑢𝑣)) − 𝑏𝑓′(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣2 = 𝑞𝑢 ,

𝑏𝑢𝑓 ⋅ 𝑢 − 𝑏𝑣𝑓 ⋅ 𝑣 + 𝑐𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢2 − 𝑏𝑓′(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑣 − 𝑏𝑓(𝑢𝑣) = 𝑞𝑣 ,

−𝑎𝑓′(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣2 = 0,

𝑎𝑓′(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢2 = 0,

𝑑𝑢𝑓 ⋅ 𝑢 − 𝑑𝑣𝑓 ⋅ 𝑣 = 0,
𝑏𝑢𝑢 − 𝑐𝑢𝑣 = 0,
𝑏𝑢𝑣 − 𝑐𝑣𝑣 = 0.

 

Тогда 

{
 
 

 
 

𝑎𝑓′(𝑢𝑣) = 0,
𝑏𝑢 − 𝑐𝑣 = 𝛼 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑓(𝑐𝑢𝑢 − 𝑐𝑣𝑣 + 𝑐) + 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑐𝑢𝑣 − 𝑏𝑣2) = 𝑞𝑢 ,

𝑓(𝑏𝑢𝑢 − 𝑏𝑣𝑣 + 𝑏) + 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑐𝑢2 − 𝑏𝑢𝑣) = 𝑞𝑣 ,

𝑑 = 𝜙(𝑢𝑣).

    (17) 

При 𝑓′(𝑢𝑣) = 0 

{
 

 
𝑏𝑢 − 𝑐𝑣 = 𝛼 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑓(𝑐𝑢𝑢 − 𝑐𝑣𝑣 + 𝑐) = 𝑞𝑢,

𝑓(𝑏𝑢𝑢 − 𝑏𝑣𝑣 + 𝑏) = 𝑞𝑣 ,

𝑑 = 𝜙(𝑢𝑣),

      (18) 

а закон сохранения первого порядка (10) такой 
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𝐷𝑡(𝑎𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑣𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣)𝑢𝑥 + 𝜙(𝑢𝑣)) = 

= 𝐷𝑥((𝑎𝑣𝑥 + 𝑐)𝑢𝑥𝑥 − (𝑎𝑢𝑥 + 𝑏)𝑣𝑥𝑥 + 𝛼𝑣𝑥𝑢𝑥 + 𝑞(𝑢, 𝑣)). 
При 𝑓′(𝑢𝑣) ≠ 0, 𝑎 = 0 

{
 

 
𝑏𝑢 − 𝑐𝑣 = 𝛼 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

𝑓(𝑐𝑢𝑢 − 𝑐𝑣𝑣 + 𝑐) + 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑐𝑢𝑣 − 𝑏𝑣2) = 𝑞𝑢 ,

𝑓(𝑏𝑢𝑢 − 𝑏𝑣𝑣 + 𝑏) + 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑐𝑢2 − 𝑏𝑢𝑣) = 𝑞𝑣 ,

𝑑 = 𝜙(𝑢𝑣),

    (19) 

закон сохранения первого порядка (10) примет вид 
𝐷𝑡(𝑏(𝑢, 𝑣)𝑣𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣)𝑢𝑥 + 𝜙(𝑢𝑣)) = 𝐷𝑥(𝑐𝑢𝑥𝑥 − 𝑏𝑣𝑥𝑥 + 𝛼𝑣𝑥𝑢𝑥 + 𝑞(𝑢, 𝑣)).* 

3. Закон сохранения второго порядка 
Рассмотрим закон сохранения второго порядка 

𝐷𝑡𝐴(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥 , 𝑢𝑥𝑥, 𝑣𝑥𝑥) = 𝐷𝑥𝐵(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥 , 𝑢𝑥𝑥, 𝑣𝑥𝑥 , 𝑢𝑥𝑥𝑥 , 𝑣𝑥𝑥𝑥)   (20) 
для системы (3). 

Соотношение (20) запишем в виде  

𝐴𝑢𝑢𝑡 + 𝐴𝑣𝑣𝑡 + 𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑡 + 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑡 + 𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑡 + 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑡 = 

= 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

или, используя выражения системы (3), последнее представим так 

𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 𝐴𝑢𝑥(𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥(−𝑣𝑥𝑥𝑥 − 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) + 𝐴𝑢𝑥𝑥(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢)𝑥𝑥 + 

+𝐴𝑣𝑥𝑥(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣)𝑥𝑥 = 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 

+𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

Последнее перепишем так 

𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 𝐴𝑢𝑥(𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥(−𝑣𝑥𝑥𝑥 − 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝐴𝑢𝑥𝑥(𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑓
″ ⋅ (𝑢𝑣2𝑢𝑥

2 + 2𝑢2𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
3𝑣𝑥

2) + 𝑓′ ⋅ (𝑢𝑣𝑢𝑥𝑥 + 4𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑥𝑥 + 2𝑣𝑢𝑥

2) + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥𝑥(−𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑓
″ ⋅ (𝑣3𝑢𝑥

2 + 2𝑢𝑣2𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑣𝑥) − 𝑓

′ ⋅ (𝑣2𝑢𝑥𝑥 + 4𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑣𝑣𝑥𝑥 + 2𝑢𝑣𝑥
2) − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥𝑥) = 

= 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

При независимых переменных 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥  и 𝑣𝑥𝑥𝑥𝑥  приравняем коэффициенты, тогда 

{
𝐴𝑢𝑥𝑥 = 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑥 ,

−𝐴𝑣𝑥𝑥 = 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑥
      (21) 

и 

𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 𝐴𝑢𝑥(𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥(−𝑣𝑥𝑥𝑥 − 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝐴𝑢𝑥𝑥(𝑓
″ ⋅ (𝑢𝑣2𝑢𝑥

2 + 2𝑢2𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
3𝑣𝑥

2) + 𝑓′ ⋅ (𝑢𝑣𝑢𝑥𝑥 + 4𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑥𝑥 + 2𝑣𝑢𝑥

2) + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥𝑥) +           (22) 

+𝐴𝑣𝑥𝑥(−𝑓
″ ⋅ (𝑣3𝑢𝑥

2 + 2𝑢𝑣2𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑣𝑥) − 𝑓

′ ⋅ (𝑣2𝑢𝑥𝑥 + 4𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑣𝑣𝑥𝑥 + 2𝑢𝑣𝑥
2) − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥𝑥) = 

= 𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 . (22) 

Из (21) следует, что 𝐵 = 𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥 , 𝑢𝑥𝑥 , 𝑣𝑥𝑥) и правая часть соотношения (22) при-

мет вид 

𝐵𝑢𝑢𝑥 + 𝐵𝑣𝑣𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝐵𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 = 

= (𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺)𝑢
𝑢𝑥 + (𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺)𝑣

𝑣𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺)𝑢𝑥
𝑢𝑥𝑥 + (𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺)𝑣𝑥

𝑣𝑥𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺)𝑢𝑥𝑥
𝑢𝑥𝑥𝑥 + (𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺)𝑣𝑥𝑥

𝑣𝑥𝑥𝑥 = 

= (𝐴𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑢)𝑢𝑥 + (𝐴𝑣𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑣)𝑣𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + (𝐴𝑣𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 + (𝐴𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑣𝑥𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑥. 

Уравнение  

𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 𝐴𝑢𝑥(𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥(−𝑣𝑥𝑥𝑥 − 𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝐴𝑢𝑥𝑥(𝑓
″ ⋅ (𝑢𝑣2𝑢𝑥

2 + 2𝑢2𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
3𝑣𝑥

2) + 𝑓′ ⋅ (𝑢𝑣𝑢𝑥𝑥 + 4𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑥𝑥 + 2𝑣𝑢𝑥

2) + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥𝑥(−𝑓
″ ⋅ (𝑣3𝑢𝑥

2 + 2𝑢𝑣2𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑣𝑥) − 𝑓

′ ⋅ (𝑣2𝑢𝑥𝑥 + 4𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑣𝑣𝑥𝑥 + 2𝑢𝑣𝑥
2) − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥𝑥) = 

= (𝐴𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑢)𝑢𝑥 + (𝐴𝑣𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑣)𝑣𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑢𝑥)𝑢𝑥𝑥 + (𝐴𝑣𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 

+(𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑢𝑥𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 + (𝐴𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑥 + 𝐺𝑣𝑥𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑥               (23) 
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представляет собой полином относительно переменных 𝑢𝑥𝑥𝑥 и 𝑣𝑥𝑥𝑥 . Приравняем коэффициенты при этих пере-
менных 

{
 
 

 
 𝐴𝑢𝑥 = 𝐴𝑢𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥 + 𝐴𝑣𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥 + 𝐴𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐴𝑣𝑥𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝐺𝑢𝑥𝑥 ,

0 = 𝐴𝑢𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 ,

−𝐴𝑣𝑥 = −𝐴𝑢𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥 − 𝐴𝑣𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥 − 𝐴𝑢𝑥𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝐴𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝐺𝑣𝑥𝑥 ,

0 = −𝐴𝑣𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥 .

   (24) 

и равенство (23) упростим 
𝐴𝑢(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + 𝐴𝑣(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 𝐴𝑢𝑥(𝑓

′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+𝐴𝑣𝑥(−𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝐴𝑢𝑥𝑥(𝑓
″ ⋅ (𝑢𝑣2𝑢𝑥

2 + 2𝑢2𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
3𝑣𝑥

2) + 𝑓′ ⋅ (𝑢𝑣𝑢𝑥𝑥 + 4𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑥𝑥 + 2𝑣𝑢𝑥

2) + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥𝑥) +          (25) 

+𝐴𝑣𝑥𝑥(−𝑓
″ ⋅ (𝑣3𝑢𝑥

2 + 2𝑢𝑣2𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑣𝑥) − 𝑓

′ ⋅ (𝑣2𝑢𝑥𝑥 + 4𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑣𝑣𝑥𝑥 + 2𝑢𝑣𝑥
2) − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥𝑥) = 

= 𝐺𝑢𝑢𝑥 + 𝐺𝑣𝑣𝑥 + 𝐺𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝐺𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 . (25) 

Разрешим систему (24), тогда  
𝐴 = 𝑎(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑏(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑑(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥). 

Также из этой системы остаются два соотношения 

{
𝐺𝑢𝑥𝑥 = (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥 − 𝑎𝑢𝑢𝑥 − 𝑎𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 − 𝑎𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥

2 + 𝑑𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑥 ,

𝐺𝑣𝑥𝑥 = (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥 + 𝑎𝑢𝑢𝑥 + 𝑎𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑎𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥
2 − 𝑑𝑣𝑥 + 𝑐𝑢𝑢𝑥 + 𝑐𝑣𝑣𝑥 .

  (26) 

Продифференцируем первое соотношение (26) по 𝑣𝑥𝑥, а второе – по 𝑢𝑥𝑥, приравняем правые части. Тогда 
функция 𝑎 удовлетворяет условию 

𝐷𝑥𝑎 = 0, 
а, следовательно, 𝑎 является постоянной. 

Функция 𝐺 определяется так 

𝐺 = (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + (𝑑𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 − (𝑑𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑆(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥). 
В итоге  

𝐴 = 𝑎𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑏(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑑(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥)  
и  

𝐵 = (𝑎𝑣𝑥𝑥 + 𝑏)𝑢𝑥𝑥𝑥 − (𝑎𝑢𝑥𝑥 + 𝑐)𝑣𝑥𝑥𝑥 + (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + 

+(𝑑𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 − (𝑑𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑆(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥). 

Теперь упростим уравнение (25) 

(𝑏𝑢𝑢𝑥𝑥 + 𝑐𝑢𝑣𝑥𝑥 + 𝑑𝑢)(𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢) + (𝑏𝑣𝑢𝑥𝑥 + 𝑐𝑣𝑣𝑥𝑥 + 𝑑𝑣)(−𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣) + 

+(𝑏𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑐𝑢𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑑𝑢𝑥)(𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢𝑥) + 

+(𝑏𝑣𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑐𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑑𝑣𝑥)(−𝑓
′(𝑢𝑣) ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣𝑥) + 

+(𝑎𝑣𝑥𝑥 + 𝑏)(𝑓
″ ⋅ (𝑢𝑣2𝑢𝑥

2 + 2𝑢2𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
3𝑣𝑥

2) + 𝑓′ ⋅ (𝑢𝑣𝑢𝑥𝑥 + 4𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑥𝑥 + 2𝑣𝑢𝑥

2)+𝑓 ⋅ 𝑢𝑥𝑥) + 
+(𝑎𝑢𝑥𝑥 + 𝑐)(−𝑓

″ ⋅ (𝑣3𝑢𝑥
2 + 2𝑢𝑣2𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢

2𝑣𝑣𝑥) − 𝑓
′ ⋅ (𝑣2𝑢𝑥𝑥 + 4𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑣𝑣𝑥𝑥 + 2𝑢𝑣𝑥

2) − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥𝑥) = 

= ((𝑐𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + (𝑑𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 − (𝑑𝑢𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑢𝑢𝑥 − 𝑐𝑢𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑆𝑢) 𝑢𝑥 + 

+((𝑐𝑣𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + (𝑑𝑣𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 − (𝑑𝑣𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑣𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑆𝑣) 𝑣𝑥 + 

+((𝑐𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + (𝑑𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑢 − 𝑏𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 − (𝑑𝑢𝑥𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑐𝑢 − 𝑐𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑆𝑢𝑥) 𝑢𝑥𝑥 +

+((𝑐𝑢𝑥𝑣𝑥 − 𝑏𝑣𝑥𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 + (𝑑𝑢𝑥𝑣𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥 − 𝑏𝑣)𝑢𝑥𝑥 −−(𝑑𝑣𝑥𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑣𝑥𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥 − 𝑐𝑣)𝑣𝑥𝑥 + 𝑆𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥. 

Выпишем коэффициенты при переменных 𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝑣𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥
2 , 𝑣𝑥𝑥

2 , 𝑢𝑥𝑥
2 𝑣𝑥𝑥 и 𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥

2  

𝑐𝑢 − 𝑏𝑣 + 𝑎𝑓
′ ⋅ 𝑢𝑣 + 𝑎𝑓 − 𝑎𝑓′ ⋅ 𝑢𝑣 − 𝑎𝑓 = (𝑐𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑥)𝑢𝑥 + (𝑐𝑣𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥 − 

−(𝑑𝑢𝑥𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑐𝑢 − 𝑐𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥) + 𝑑𝑢𝑥𝑣𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥 − 𝑏𝑣; 

𝑑𝑢 + 𝑏𝑢𝑓 ⋅ 𝑢 − 𝑏𝑣𝑓 ⋅ 𝑣 + 𝑏𝑢𝑥(𝑓
′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥) + 𝑏𝑣𝑥(−𝑓

′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝑏𝑓′ ⋅ 𝑢𝑣 + 𝑏𝑓 − 𝑎𝑓″ ⋅ (𝑣3𝑢𝑥
2 + 2𝑢𝑣2𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢

2𝑣𝑣𝑥) − 𝑎𝑓
′ ⋅ (4𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 2𝑢𝑣𝑥

2) − 𝑐𝑓′ ⋅ 𝑣2 = 

= (𝑑𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥 + (𝑑𝑣𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥 + 𝑆𝑢𝑥; 

𝑐𝑢𝑓 ⋅ 𝑢 − 𝑑𝑣 − 𝑐𝑣𝑓 ⋅ 𝑣 + 𝑐𝑢𝑥(𝑓
′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥) + 𝑐𝑣𝑥(−𝑓

′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝑎𝑓″ ⋅ (𝑢𝑣2𝑢𝑥
2 + 2𝑢2𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢

3𝑣𝑥
2) + 𝑎𝑓′ ⋅ (4𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥 + 2𝑣𝑢𝑥

2) + 𝑏𝑓′ ⋅ 𝑢2 − 𝑐𝑓′ ⋅ 𝑢𝑣 − 𝑐𝑓 = 

= −(𝑑𝑢𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑢𝑢𝑥 − 𝑐𝑢𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥 − (𝑑𝑣𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑣𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥 + 𝑆𝑣𝑥; 

𝑏𝑢 − 𝑎𝑓
′ ⋅ 𝑣2 + 𝑑𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑢 − 𝑏𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 = 0; 

−𝑐𝑣 + 𝑎𝑓
′ ⋅ 𝑢2 − (𝑑𝑣𝑥𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑣𝑥𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥 − 𝑐𝑣) = 0; 

0 = 𝑐𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑥𝑣𝑥; 

0 = 𝑐𝑢𝑥𝑣𝑥 − 𝑏𝑣𝑥𝑣𝑥; 

𝑑𝑢𝑓 ⋅ 𝑢 − 𝑑𝑣𝑓 ⋅ 𝑣 + 𝑑𝑢𝑥(𝑓
′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥) + 𝑑𝑣𝑥(−𝑓

′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝑏𝑓″ ⋅ (𝑢𝑣2𝑢𝑥
2 + 2𝑢2𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢

3𝑣𝑥
2) + 𝑏𝑓′ ⋅ (4𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥 + 2𝑣𝑢𝑥

2) − 
−𝑐𝑓″ ⋅ (𝑣3𝑢𝑥

2 + 2𝑢𝑣2𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢
2𝑣𝑣𝑥) − 𝑐𝑓

′ ⋅ (4𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 2𝑢𝑣𝑥
2) = 𝑆𝑢𝑢𝑥 + 𝑆𝑣𝑣𝑥. 
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Первое, четвертое, пятое, шестое, седьмое преобразуем в виде 

0 = (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑢
𝑢𝑥 + (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑣

𝑣𝑥; 

−𝑎𝑓′ ⋅ 𝑣2 + 𝑑𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 = 0;        (27) 

𝑎𝑓′ ⋅ 𝑢2 − (𝑑𝑣𝑥𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑣𝑥𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥) = 0;      (28) 

0 = (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑢𝑥
; 

0 = (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑣𝑥
. 

Из последних соотношений следует, что 𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥 = 𝛽 – постоянная. 

Соотношения (27) и (28) продифференцируем дважды по 𝑣𝑥 и по 𝑢𝑥 соответственно и просуммируем, тогда 

получим  

(𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥
𝑢𝑥 + (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥

𝑣𝑥 + 2(𝑐𝑢 − 𝑏𝑣)𝑢𝑥𝑣𝑥 = 0. 

Так как первые два слагаемых равны нулю, то 

(𝑐𝑢 − 𝑏𝑣)𝑢𝑥𝑣𝑥 = 0. 

Отсюда выразим 𝑐𝑢 − 𝑏𝑣 = 𝐻1(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥) + 𝐻2(𝑢, 𝑣, 𝑣𝑥). 
При выполнении следующих соотношений 

𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥 = 𝛽 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝑐𝑢 − 𝑏𝑣 = 𝐻1(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥) + 𝐻2(𝑢, 𝑣, 𝑣𝑥); 

𝑎𝑓′ ⋅ 𝑢2 − (𝑑𝑣𝑥𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑣𝑥𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑥𝑣𝑥) = 0; −𝑎𝑓′ ⋅ 𝑣2 + 𝑑𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 = 0; 

𝑑𝑢 + 𝑏𝑢𝑓 ⋅ 𝑢 − 𝑏𝑣𝑓 ⋅ 𝑣 + +𝑏𝑢𝑥(𝑓
′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥) + 𝑏𝑣𝑥(−𝑓

′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝑏𝑓′ ⋅ 𝑢𝑣 + 𝑏𝑓 − 𝑎𝑓″ ⋅ (𝑣3𝑢𝑥
2 + 2𝑢𝑣2𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢

2𝑣𝑣𝑥) − −𝑎𝑓
′ ⋅ (4𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 2𝑢𝑣𝑥

2) − 𝑐𝑓′ ⋅ 𝑣2 = 

= (𝑑𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥 + (𝑑𝑣𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑣𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥 + 𝑆𝑢𝑥; 

𝑐𝑢𝑓 ⋅ 𝑢 − 𝑑𝑣 − 𝑐𝑣𝑓 ⋅ 𝑣 + 𝑐𝑢𝑥(𝑓
′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑢 + 𝑓 ⋅ 𝑢𝑥) + +𝑐𝑣𝑥(−𝑓

′ ⋅ (𝑢𝑥𝑣 + 𝑢𝑣𝑥) ⋅ 𝑣 − 𝑓 ⋅ 𝑣𝑥) + 

+𝑎𝑓″ ⋅ (𝑢𝑣2𝑢𝑥
2 + 2𝑢2𝑣𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢

3𝑣𝑥
2) + 𝑎𝑓′ ⋅ (4𝑢𝑢𝑥𝑣𝑥 + 2𝑣𝑢𝑥

2) + 𝑏𝑓′ ⋅ 𝑢2 − 𝑐𝑓′ ⋅ 𝑢𝑣 − 𝑐𝑓 = 

= (−𝑑𝑢𝑣𝑥 + 𝑐𝑢𝑢𝑢𝑥 + 2𝑐𝑢𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥 + (−𝑑𝑣𝑣𝑥 + 𝑐𝑣𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥 + 𝑆𝑣𝑥 , 

а закон сохранения второго порядка (20) имеет вид 
𝐷𝑡(𝑎𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑏(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑑(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥)= 

= 𝐷𝑥 ((𝑎𝑣𝑥𝑥 + 𝑏)𝑢𝑥𝑥𝑥 − (𝑎𝑢𝑥𝑥 + 𝑐)𝑣𝑥𝑥𝑥 + (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 +(𝑑𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 − (𝑑𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑆(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥)). 
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In this paper, the conservation laws of zero, first and second orders are obtained and a 

symmetric analysis of the nonlinear Schrodinger equation of the following form is carried out: 

{
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑢,

𝑣𝑡 = −𝑣𝑥𝑥 − 𝑓(𝑢𝑣) ⋅ 𝑣.
 

Special cases of this system of equations were studied in previous works, in which conditions 

were obtained that the right part of the system of equations of this type, which has a wide set 

of conservation laws, should satisfy. As a result, we obtained the law of conservation of zero 

order for this equation, in the following form: 

𝐷𝑡(𝑢𝑣) = 𝐷𝑥(𝑣𝑢𝑥 − 𝑢𝑣𝑥). 

We also derived the first-order conservation law for the nonlinear Schrodinger equation under 

consideration, in the following form: 

𝐷𝑡(𝑏(𝑢, 𝑣)𝑣𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣)𝑢𝑥 + 𝜙(𝑢𝑣)) = 𝐷𝑥(𝑐𝑢𝑥𝑥 − 𝑏𝑣𝑥𝑥 + 𝛼𝑣𝑥𝑢𝑥 + 𝑞(𝑢, 𝑣)). 

Finally, in conclusion, we give the law of conservation of the second order of the equation 

we are considering: 

𝐷𝑡(𝑎𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥 + 𝑏(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑐(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑑(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥, 𝑣𝑥) = 

= 𝐷𝑥 ((𝑎𝑣𝑥𝑥 + 𝑏)𝑢𝑥𝑥𝑥 − (𝑎𝑢𝑥𝑥 + 𝑐)𝑣𝑥𝑥𝑥 + (𝑐𝑢𝑥 − 𝑏𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥 +(𝑑𝑢𝑥 − 𝑏𝑢𝑢𝑥−𝑏𝑣𝑣𝑥)𝑢𝑥𝑥 −

−(𝑑𝑣𝑥 − 𝑐𝑢𝑢𝑥 − 𝑐𝑣𝑣𝑥)𝑣𝑥𝑥 + 𝑆(𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥 , 𝑣𝑥)). 
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