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Современные математические методы обработки экспериментальных данных и их реа-

лизация с использованием компьютерных технологий открывают новые возможности в иссле-

довании химических реакций и процессов. В частности, на стыке химии и математики в конце 

XX в. активно стали развивать хемометрические подходы к извлечению и расшифровке физико-

химической информации о химических объектах. В аналитической химии и химической техно-

логии стали применять экспрессные способы контроля производства, в которых потоки жид-

костей и их мониторинг, своевременный контроль химического состава в динамических усло-

виях определяет качество конечного продукта. Важно отметить, что высокая чувствитель-

ность и точность описания таких систем, к примеру, в проточном анализе, или для «лабора-

торий на чипе», в наносенсорах, при анализе следовых количеств веществ определяет в целом 

все метрологические характеристики аналитической методики. Актуальными в этом направ-

лении являются методики мультисенсорного анализа с использованием принципа «электрон-

ного языка» – анализа веществ органической природы – нефть, топливо, моторные/трансмис-

сионные масла, распознавание/классификация которых с помощью классических методик тре-

бует специальной пробоподготовки. А в некоторых сенсорных системах, например, потенцио-

метрии, без защиты электрода от прямого воздействия органических вязких веществ невоз-

можно получить надежный воспроизводимый аналитический сигнал. Предлагаемые в работе 

способы количественного описания устойчивости течений жидкостей универсальны и с до-

статочной точностью, на наш взгляд, могут характеризовать течение объекта в протяжен-

ном временном отрезке в новых по типу функционирования сенсорах – темпоральных перколя-

ционных кластерах, аналитическими сигналами в которых могут являться собственные значе-

ния и функции.  

Конечно-разностные методы являются эффективными при нахождении наименее устой-

чивого собственного значения и собственных функций. Методы спектрального разложения 

позволяют отыскать спектр собственных значений, т.е. решать основную проблему задачи об 

устойчивости течений жидкостей. 

В настоящей работе проведена оценка относительной погрешности вычислений краевой 

задачи конечно-разностным и спектральным методами. Представлены графики количества 

знаков относительной погрешности вычислений для нескольких собственных значений. В случае 

конечно-разностного метода происходит взаимное влияние компонент разложения. По резуль-

татам численных вычислений можно сделать вывод о том, что полученная точность вычис-

лений является удовлетворительной.  

Ключевые слова: относительная погрешность, краевая задача, конечно-разностный ме-

тод, спектральный метод, мультисенсорная система. 

 

Исследованию задач о гидродинамической 

устойчивости течения жидкостей посвящено мно-

жество работ [2–3; 5–7]. Главной целью численного 

решения при заданных параметрах невозмущенного 

течения является вычисление собственных значений 

и функций. Основные методы решения данной за-

дачи можно разделить на следующие классы: 

класс конечно-разностных методов [4; 9; 12]; 

класс спектральных методов, которые используют 

разложение по полной системе ортогональных 

функций [10–11]. 

Конечно-разностный метод 

Конечно-разностные методы [13] являются 

эффективными при нахождении наименее устой-

чивого собственного значения и собственных 

функций. 

Автором настоящей работы написан программ-

ный код на языке Fortran90 для решения задачи 

Коши методом конечных разностей. В качестве ме-

тода решения проблемы собственных значений ис-

пользуется 𝑄𝑅-алгоритм. 
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𝑄𝑅-алгоритм – это численный метод, опреде-

ленный для решения проблемы собственных значе-

ний, т.е. для поиска всех собственных чисел и соб-

ственных функций. Этот метод разработан в конце 

1950-х гг. двумя исследователями В. Н. Кубланов-

ской и Дж. Фрэнсисом [8] независимо друг от друга. 

Алгоритм. Если A  является вещественной 

матрицей с неизвестными собственными числами 

и векторами и 𝐴0 = 𝐴, то на шаге 𝑘 вычисляется 

𝑄𝑅-разложение 𝐴𝑘 = 𝑄𝑘𝑅𝑘, в котором 𝑄𝑘 является 

ортогональной матрицей, а 𝑅𝑘– верхнетреугольной. 

Далее определяется 𝐴𝑘 = 𝑅𝑘𝑄𝑘. Стоит отметить, что 

все матрицы Ak являются взаимно подобными (их 

собственные значения равны). В случае, когда мат-

рица A  является комплексной, матрица 𝑄𝑘 будет 

унитарной (квадратная матрица с комплексными 

элементами, результат умножения которой на эрми-

тово сопряженную равен единичной матрице), а Rk 

также является верхнетреугольной. 

Если 𝐴 – квадратная невырожденная матрица, 

то существует единственное 𝑄𝑅-разложение, если 

наложить дополнительное условие, что элементы на 

диагонали матрицы R  должны быть положитель-

ными вещественными числами.  

Если предположить, что все диагональные ми-

норы матрицы 𝐴 не вырождены, то последователь-

ность матриц 𝐴𝑘 при 𝑘 → ∞ будет сходиться к верх-

нетреугольному виду [1]. А для нахождения соб-

ственных функций матрицы необходимо выполнить 

умножение всех матриц 𝑄𝑘. 

Алгоритм метода является вычислительно 

устойчивым, т.к. выполняется с помощью ортого-

нальных преобразований подобия. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение со 

следующими краевыми условиями: 

{
𝑦″ + 𝜆𝑦 = 0,

𝑦(0) = 𝑦(2𝜋) = 0,
 

где 𝜆 – собственные значения.  

При нахождении матрицы дифференциального 

уравнения с заданными краевыми условиями ис-

пользованы формулы конечной разности IV порядка 

точности: 

𝑦𝑖
′ =

1

12ℎ
(𝑦𝑖−2 − 8𝑦𝑖−1 + 8𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖+2), 

𝑦𝑖
″ =

1

12ℎ2
(−𝑦𝑖−2 + 16𝑦𝑖−1 − 30𝑦𝑖 + 16𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖+2). 

А в матричном виде: 
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где ℎ =
2𝜋

𝑛
, 𝑛 – количество точек. 

Точное решение данной задачи имеет вид: 𝜆𝑘 =
𝑘2

4
, 

где 𝑘 = 1,2,3, . .. 

Полученные численные результаты представ-

лены в табл. 1. 

На рис. 1 представлены графики зависимости 

относительной погрешности вычислений от количе-

ства точек. После сравнения численных результатов 

с точным решением можно наблюдать стремление 

погрешности к некоторой постоянной величине. 

При сравнении с эталоном, полученным эмпириче-

ски (0.250178087; 1.000938844), происходит умень-

шение погрешности. Стоит отметить, что в этом слу-

чае происходит взаимное влияние компонент разло-

жения. Таким образом, можно сделать вывод о том, 

что полученная точность вычислений является удо-

влетворительной.

Таблица 1 

Десять собственных значений для разных значений точек 

k  
Результат точного 

решения, 
k

 
10n  20n  40n  80n  

1 0.25 0.25725123 0.25395754 0.25214982 0.25118712 
2 1 1.0258983 1.0154542 1.0085518 1.004815 

3 2.25 2.2910991 2.2828949 2.2690427 2.2608464 

4 4 4.0121217 4.052125 4.0332289 4.0192452 

5 6.25 6.1058765 6.3143072 6.3003526 6.2799444 

6 9 8.4357405 9.0533819 9.0689964 9.0427933 
7 12.25 10.812476 12.243399 12.336947 12.307644 

8 16 13.00982 15.845826 16.100733 16.074221 

9 20.25 14.79351 19.807602 20.355215 20.342077 
10 25 15.958154 24.060011 25.093622 25.11088 
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Рис. 1. Относительная погрешность вычислений конечно-разностным методом:  

сравнение с точным решением: 𝜆𝑘 = 0.25 (а); 𝜆𝑘 = 1 (в); 

сравнение с эталоном: 𝜆𝑘 = 0.25 (б); 𝜆𝑘 = 1 (г). 

Спектральный метод 

Методы спектрального разложения позволяют 

отыскать спектр собственных значений, т.е. решать 

основную проблему задачи об устойчивости тече-

ний жидкостей. Так, с помощью разложения по по-

линомам Чебышева были исследованы несколько пер-

вых собственных значений для течения Пуазейля [12], 

а с помощью метода Галеркина по полиномам Ле-

жандра был исследован спектр течения Блазиуса [11]. 

Авторами настоящей работы используется спек-

тральный метод с помощью разложения по полиномам 

Чебышева первого рода для решения задачи об устой-

чивости течения в плоском канале с заданным неодно-

родным температурным полем [14–16]:  
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с граничными условиями: 

𝜙(−1) = 𝜙(1) = 0,  𝜙′(−1) = 𝜙′(1) = 0, 
где 𝑐 = 𝑐𝑟 + 𝑖𝑐𝑖 – фазовая скорость волны вдоль оси 

канала (собственные значения), 𝜙(𝑦) – амплитуда 

возмущения поперечной скорости (собственные 

функции). 

Решение данной задачи ищем с помощью сле-

дующего разложения: 

𝜙 = ∑ 𝑧𝑛𝑇𝑛(𝑦)
𝑁
𝑛=0 , −1 ≤ 𝑦 ≤ 1,  (1) 

где 𝑇𝑛(𝑦) являются полиномами Чебышева первого 

рода и могут быть определены с помощью рекур-

рентного соотношения: 

𝑇0(𝑦) = 1; 
𝑇1(𝑦) = 𝑦; 

. . . 
𝑇𝑛+1(𝑦) = 2𝑦𝑇𝑛(𝑦) − 𝑇𝑛−1(𝑦), 

или в тригонометрической форме: 

𝑇𝑛(𝑦) = 𝑐𝑜𝑠(𝑛 ⋅ 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠( 𝑦)) ,  |𝑦| ≤ 1. 
Найденную аналитически функцию профиля 

скорости течения в невозмущенном состоянии пред-

ставим следующим рядом: 

𝑈(𝑦) = ∑ 𝑢𝑛𝑇𝑛(𝑦)
𝑁
𝑛=0 , −1 ≤ 𝑦 ≤ 1 (2) 

и найдем соответствующие коэффициенты разло-

жения 𝑢𝑛. 

Далее с помощью подстановки (1), (2) в исход-

ное уравнение приравниваем коэффициенты при 

различных 𝑇𝑛 и получаем уравнения для 𝑧𝑛: 

1

24
𝜇 ∑ [𝑝3(𝑝2 − 4)2 − 3𝑛2𝑝5 + 3𝑛4𝑝3 − 𝑝𝑛2(𝑛2 − 4)2]𝑧𝑝

𝑁

𝑝=𝑛+4
𝑝≡𝑛(𝑚𝑜𝑑2)

− 

−(2𝑘2𝜇 − 𝑖𝑘 𝑅𝑒 𝑐) ∑ 𝑝(𝑝2 − 𝑛2)𝑧𝑝

𝑁

𝑝=𝑛+2
𝑝≡𝑛(𝑚𝑜𝑑 2)

+ 

+(𝑘4𝜇 − 𝑖𝑘 𝑅𝑒 𝑐)𝑑𝑛𝑧𝑛 −    (3) 

−
1

2
𝑖𝑘 𝑅𝑒∑𝑧𝑝

𝑁

𝑝=2

∑ 𝑝(𝑝2 − 𝑛2)�̄�𝑛−𝑚
𝑚≡𝑝(𝑚𝑜𝑑 2)
|𝑚|≤𝑝−2
|𝑛−𝑚|≤𝑁

− 𝑘2 ∑ �̄�𝑝�̄�𝑛−𝑝
|𝑝|≤𝑁
|𝑛−𝑝|≤𝑁

− 

−∑ �̄�𝑝|𝑝|≤𝑁
|𝑛−𝑝|≤𝑁

∑ 𝑚(𝑚2 − (𝑛 − 𝑝)2)𝑢𝑛𝑚≡|𝑛−𝑝|+2
𝑚+𝑛≡𝑝(𝑚𝑜𝑑 2)

= 0, 

где  

�̄�𝑝 = 𝑑|𝑝|𝑧|𝑝|; �̄�𝑝 = 𝑑|𝑝|𝑢|𝑝|; 

 −𝑁 ≤ 𝑝 ≤ 𝑁; 𝑑0 = 2; 𝑑𝑝 = 1;  𝑝 > 0 

и p=n(mod 2) обозначает, что 𝑝 = 𝑛 кратно двум. 

Также, применяя свойства полиномов Чебы-

шева на концах отрезка [-1; 1] 

𝑇𝑛(±1) = (±1)𝑛,  𝑇𝑛
′(±1) = (±1)𝑛𝑛2, 

граничные условия настоящей задачи при 𝑦 = −1 и 

𝑦 = 1 можно переписать так 

∑ 𝑧𝑛
𝑁

𝑛=0
𝑛≡0(𝑚𝑜𝑑 2)

= 0,  ∑ 𝑛2𝑧𝑛
𝑁

𝑛=0
𝑛≡0(𝑚𝑜𝑑 2)

= 0,  (4) 
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∑ 𝑛𝑧𝑛
𝑁

𝑛=1
𝑛≡1(𝑚𝑜𝑑 2)

= 0,  ∑ 𝑛2𝑧𝑛
𝑁

𝑛=1
𝑛≡1(𝑚𝑜𝑑 2)

= 0. (5) 

Стоит отметить, что для течений с симметрич-

ным профилем достаточно рассматривать только 

четные 𝑧𝑛,  𝑛 = 0,2, . . . , 𝑁 = 2𝑀 (условия (5) выпол-

няются автоматически), и размерность системы 

уравнений (3) уменьшается в два раза. 

Для того чтобы найти 𝑀 + 1 неизвестных коэффи-

циентов 𝑧2𝑚, 𝑚 = 0,1, . . . , 𝑀 = 𝑁
2⁄  , из 𝑀 + 3 уравне-

ний применяется  -метод, заключающийся в откиды-

вании последних двух уравнений ( MMm ,1 ), тогда 

с граничными условиями (4) получаются 𝑀 + 1 урав-

нение для 𝑀 + 1 неизвестных 𝑧2𝑚,  𝑚 = 0,1, . . . , 𝑀 − 1. 

Таким образом, из (3) получаем 

𝐴𝑧 = 𝑐𝐵𝑧,          (6) 

где 𝑧 – вектор с неизвестными компонентами, 𝐴, 𝐵 – 

матрицы размерности (𝑀 + 1) × (𝑀 + 1), которые 

можно записать следующим образом: 
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Первые две строчки матриц 𝐴 и 𝐵 были полу-

чены с помощью граничных условий (4), а элементы 

𝑎𝑖𝑗  и 𝑏𝑖𝑗  – из уравнений (3). Матрица 𝐵 является осо-

бенной из-за нулевых первых строк, и появляются 

дополнительные сложности с поиском ее обраще-

ния. Поэтому такими алгебраическими преобразова-

ниями матриц, как обнуление внедиагональных эле-

ментов, и нормируя диагональные элементы первых 

двух строк матрицы 𝐴, и применяя это преобразова-

ние одновременно к матрице 𝐵, можем избежать по-

явления дополнительных трудностей: 
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Тогда собственные значения  

(�̃� − 𝑐�̃�)�̃� = 0,          (7) 

где 𝐴 и 𝐵 – являются невырожденными матрицами. 
Далее, используя алгоритм 𝑄𝑍 к уравнениям (7), 
находим искомые собственные значения. Обрат-
ными преобразованиями найдем 𝑧 для дальнейшего 
поиска собственных функций из вычисленных �̃� 
применяя (1). 

Рассмотрим тот же пример дифференциаль-
ного уравнения с краевыми условиями: 

{
𝑦″ + 𝜆𝑦 = 0,

𝑦(0) = 𝑦(2𝜋) = 0.
 

Результаты численных вычислений представ-
лены в табл. 2. 

На рис. 2 представлены графики количества 
знаков относительной погрешности вычислений 𝛿 
для нескольких собственных значений. Можно ви-
деть, что вычисления меняются, и с некоторого но-
мера 𝑛 = 𝑁 результаты ухудшаются. Этот факт объ-
ясняется тем, что при 𝑛 = 1, . . . , 𝑁 − 1 компоненты 
разложения намного меньше основной части реше-
ния и не влияют на результат, но, начиная с некото-
рого 𝑛 = 𝑁 компоненты разложения увеличива-
ются, и их влияние на результат является преимуще-
ственным. Также надо учесть влияние компонент 
разложения друг на друга при вычислениях, погреш-
ность округления и накопление погрешностей. Пря-
мые линии 2 на графиках являются аппроксимацией 
кривых 1 и характеризуют уменьшение точности вы-
числений. 

Таким образом, можно видеть, что точность 
вычислений является удовлетворительной до 14 зна-
ков после запятой. 

Таблица 2 

Десять собственных значений задачи для разных значений точек 

Результат точного 

решения 
10n  20n  40n  80n  

     

0.25 0.24999999999994 0.250000000000107 0.250000000000008 0.250000000545674 

1 1.00000000000006 1.00000000000029 1.00000000000064 0.99999999100879 

2.25 2.24999999999995 2.24999999999863 2.25000000000026 2.24999999992674 

4 3.99999999999989 3.99999999999997 3.99999999999945 4.00000000090153 

6.25 6.25000000000003 6.24999999998631 6.24999999999132 6.24999999905536 

9 8.99999999999993 8.99999999999976 9.00000000000046 8.99999999997708 

12.25 12.2499999999999 12.2500000000153 12.2500000000052 12.2499999998953 

16 15.9999999999999 16.0000000000003 16.0000000000004 16.0000000003196 

20.25 20.2499999999997 20.2499999999997 20.2500000000019 20.2499999983367 

25 25.0000000000002 24.9999999999998 24.9999999999988 24.999999999993 
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а) 

 
б) 

 
в) 

 
г) 

Рис. 2. Относительная погрешность вычислений спектральным методом: 

численные результаты (1); аппроксимация результатов (2) для 

𝜆𝑛 = 0.25 (а); 𝜆𝑛 = 4 (б); 𝜆𝑛 = 12.25 (в); 𝜆𝑛 = 25 (г). 

Таким образом, в отличии от классических под-
ходов, в частности в вольтамперометрических, с по-
мощью таких параметров учитываются не только 
статическое состояние анализируемого объекта до и 
после воздействия на него внешних факторов (элек-
трического напряжения или тока), но и скорость из-
менения его состояний – его эволюция, темпораль-
ность при перколяции анализируемой жидкости в 
объем сенсорного слоя. Полученные в работе ре-
зультаты показывают не только высокую точность 
количественного описания анализируемой жидко-
сти, но и увеличение количества сигналов, что поз-
волит, по нашему мнению, улучшить метрологиче-
ские характеристики функционирования сенсоров 
при данных показателях ошибок. 
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Modern mathematical methods of experimental data processing and their implementa-

tion using computer technologies open up new opportunities in the study of chemical reac-

tions and processes. In particular, at the junction of chemistry and mathematics at the end of 

the 20th century, chemometric approaches to the extraction and decoding of physico-chemi-

cal information about chemical objects began to be actively developed. In analytical chemis-

try and chemical technology, express methods of production control began to be used, in 

which the flow of liquids and their monitoring, timely control of the chemical composition 

in dynamic conditions determines the quality of the final product. It is important to note that 

the high sensitivity and accuracy of the description of such systems, for example in flow 

analysis, in nanosensors and “laboratories on a chip”, when analyzing trace amounts of sub-

stances, determine in general all the metrological characteristics of the analytical technique. 

The methods of multisensory analysis using the principle of “electronic language” are rele-

vant in this direction, for example for the analysis of substances of organic nature (fuel, en-

gine/transmission oils), the recognition/classification of which by classical techniques re-

quires special sample preparation. In addition, they can be used in some sensor systems, for 

example in potentiometry. Without protecting the electrode from direct exposure to organic 

viscous substances, it is impossible to obtain a reliable reproducible analytical signal.  

The methods proposed in the paper for the quantitative description of the stability of fluid 

flows are universal. In our opinion, they can characterize with sufficient accuracy the flow 

of an object over an extended time period with the use of new type of sensors – temporal 

percolation clusters, analytical signals in which can be eigenvalues and functions. Many 

works are devoted to the study of problems of hydrodynamic stability of fluid flow. The main 

goal of the numerical solution for given parameters of the unperturbed flow is the calculation 

of eigenvalues and functions. The main methods for solving this problem can be divided into 

the following classes: the class of finite-difference methods; a class of spectral methods that 

use expansion in terms of a complete system of orthogonal functions. The authors of this 

paper have written a program code in Fortran90 for solving the Cauchy problem by the finite 

difference method. The algorithm is used as a method for solving the eigenvalue problem. 

Finite difference methods are effective in finding the least stable eigenvalue and eigenfunc-

tions. Spectral decomposition methods allow one to find the spectrum of eigenvalues, that is, 

to solve the fluid flows stability problem. In the present work, an estimate of the calculations 

relative error of the boundary value problem by finite-difference and spectral methods is car-

ried out. Graphs of the number of signs of the relative calculation error for several eigenval-

ues are presented. The results of numerical calculations of ten eigenvalues for different point 

values for both methods are also given. In the case of the finite difference method, there is a 

mutual influence of the expansion components. It is shown that the accuracy of calculations 

by the spectral method is up to 14 decimal places. According to the results of numerical cal-

culations, it can be concluded that the obtained accuracy of calculations is satisfactory. 

Keywords: relative error, boundary value problem, finite difference method, spectral 

method, multisensory system. 
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