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Статья посвящена анализу собственных значений матрицы реагентов для процесса без-

обрывной полимеризации диенов. Согласно законам химической кинетики выписана кинетиче-

ская модель процесса в виде соотношений для скоростей реакций. Анализ соотношений позво-

лил выписать матрицу реагентов, собственные значений которой дают возможность оценить 

вклад различных веществ в скорость процесса и выявить его важные характеристики. В ра-

боте приведен ряд подобных матриц реагентов, для которых получены собственные значения 

как в действительной, так и в комплексной областях. 

Ключевые слова: полимеризация диенов, химическая кинетика, система дифференциаль-
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Введение 

В последнее время методы математического моделирования становятся востребованы в различных отраслях 
научного знания [1–3]. Они позволяют проводить описание реального объекта посредством символьной матема-
тики, а анализ построенной модели – математическими методами [4–6]. Вообще говоря, математическое модели-
рование может быть применимо к широкому классу задач [7–9] и при этом дает возможность не только проводить 
оценку адекватности построенной математической модели реально существующему объекту [2; 3; 5], но и опре-
делять допустимые границы решений поставленных задач [3; 5; 10]. При описании химических процессов мате-
матическое моделирование позволяет перейти от кинетической к математической модели, и уже ее оценка и ана-
лиз выявляют критические точки поведения компонентов сложных химических процессов [7–8]. Поиск таких 
точек может вестись на формальном языке посредством матричных операций [11–14], в частности посредством 
процедуры определения собственных значений матрицы реагентов [15–16], и уже в дальнейшем на их основании 
можно прогнозировать появление кинетических закономерностей, связывающих реагенты процесса друг с дру-
гом. Они, в свою очередь, могут являться фиксированными ограничивающими соотношениями, регулирующими 
динамику скоростей процесса. Таким образом, методы математического моделирования становятся универсаль-
ным аппаратом исследования больших и малых реальных систем. 

Постановка задачи исследования  
для процесса полимеризации 

В рассмотрение вводится процесс безобрывной полимеризации диенов [3]. Кинетическая схема процесса 
содержит три элементарные стадии: 

рост полимерной цепи  

𝑅𝑖 +𝑀
𝑘𝑝
→ 𝑅𝑖+1; 

передача цепи на мономер (М) 

 𝑅𝑖 +𝑀
𝑘𝑀
→ 𝑅1 + 𝑃𝑖;            (1) 

передача цепи на алюмоорганическое соединение (АОС) 

𝑅𝑖 + 𝐴
𝑘𝐴
→ 𝑅1 + 𝑃𝑖; 

В принятых обозначениях Ri – растущая полимерная цепь с 𝑖 звеньями; Pi – образованная полимерная цепь 
с 𝑖 звеньями; М – мономер; А – АОС; kp – константа скорости стадии роста полимерной цепи; kM – константа 
скорости стадии передачи цепи на мономер; kA – константа скорости стадии передачи цепи на АОС. 

Необходимо заметить, что согласно уравнению Аррениуса каждая стадия имеет свою константу скорости: 

𝑘 = 𝑘0𝑒
−
𝐸𝛼
𝑅𝑇,            (2) 

где 𝑘0 – предэкспоненциальный множитель скорости стадии; 𝐸𝛼  – энергия активации; R – универсальная газовая 

постоянная; T – температура стадии. Но поскольку процесс считается изотермическим и проводящимся в нор-

мальных условиях, то константа скорости становится неизменяемой величиной в ходе процесса и сохраняет свое 

постоянное значение на всем протяжении процесса [4].  
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При описании различных химических процессов отправной точкой исследования является математическая 

модель, построенная согласно законам химической кинетики [2–3; 5]. Именно она является фундаментом, из ко-

торого выводятся закономерности и принципы внутреннего поведения химической системы [10]. В предположе-

нии образования цепей полимера с бесконечной длиной, в математической модели присутствуют дифференци-

альные уравнения, характеризующие динамику поведения каждого отдельно взятого реагента, в т.ч. растущих 

и образованных цепей полимера [2; 5]. 

В качестве начальных данных для системы используются начальная концентрация М: 𝑀(0) = 𝑀(0); началь-

ная концентрация АОС: 𝐴(0) = 𝐴(0), а также начальная концентрация растущих полимерных цепей с единичной 

длиной звена, играющих роль активных центров полимеризационного процесса: 𝑅1
(0)
= 𝑅1(0). 

Анализируя полученную систему, можно заметить, что совокупно в системе слагаемые ограничиваются че-

тырьмя произведениями: 𝑀𝑅1,  𝑀𝑅2,∞,  𝐴𝑅1,  𝐴𝑅2,∞, где 𝑅2,∞ = ∑ 𝑅𝑖
∞
𝑖=2 . Учитывая, что произведения есть скорости 

стадий без числовых значений констант скоростей, можно найти матрицу частных производных вида 

x

w




, 

𝑤 = (𝑀𝑅1 ,  𝑀𝑅2,∞ ,  𝐴𝑅1, 𝐴𝑅2,∞), 𝑥 = (𝑅1, 𝑅2,∝, 𝑀, 𝐴).         (3) 

Тогда задачу исследования можно сформулировать следующим образом: для процесса безобрывной поли-

меризации диенов (1) определить собственные значения для матриц реагентов (3) и установить соотношения, 

связывающие полученные значения. 

Таким образом, строя матрицу реагентов (3) и определяя различные комбинации ее строк и столбцов, можно 

получить соотношения, которыми связаны реагенты в самом процессе.  

Анализ соотношений для собственных  

значений матрицы реагентов 

Выстраивание строк и столбцов матрицы вида (3) для процесса (1) может предполагать следующую 

комбинацию:  

𝑀𝑅1 𝑀𝑅2,∞ 𝐴𝑅1 𝐴𝑅2,∞; 

(

𝑅1 𝑅2,∞ 0 0

𝑀 0 𝐴 0
0 𝑀 0 𝐴
0 0 𝑅1 𝑅2,∞

)

𝑀
𝑅1
𝑅2,∞
𝐴

.            (4) 

Известно [11–12], что собственные значения определяются корнями характеристического уравнения [13–14], ко-

торое для матрицы (4) будет иметь вид: 

𝜆4 − 𝜆3(𝑅1 + 𝑅2,∞) + 𝜆
2(𝑅1𝑅2,∞ − 𝐴𝑅1 − 𝐴𝑀 −𝑀𝑅2,∞) + 

+ 𝜆(𝐴𝑅1
2 + 𝐴𝑀𝑅1 + 𝐴𝑀𝑅2,∞ + 𝑅2,∞

2 𝑀) = 0.        (5) 

Тривиальным корнем уравнения (5) является 01  . Еще три корня находятся по теореме Виета [13] из 

соотношений 

{

𝜆2 + 𝜆3 + 𝜆4 = 𝑅1 + 𝑅2,∞                                                   

𝜆2𝜆3 + 𝜆3𝜆4 + 𝜆2𝜆4 = 𝑅1𝑅2,∞ − 𝐴𝑅1 − 𝐴𝑀 −𝑀𝑅2,∞

𝜆2𝜆3𝜆4 = −(𝐴𝑅1
2 + 𝐴𝑀𝑅1 + 𝐴𝑀𝑅2,∞ + 𝑅2,∞

2 𝑀)         

.      (6) 

Тогда, если выразить λ2, решением системы (6) будут следующие выражения для собственных значений 

матрицы (4):  

{
 
 

 
 
𝜆1 = 0                                                                

𝜆2 = √−𝑅1𝑅2,∞ + 𝐴𝑅1 + 𝐴𝑀 +𝑀𝑅2,∞   

𝜆3 = −√−𝑅1𝑅2,∞ + 𝐴𝑅1 + 𝐴𝑀 +𝑀𝑅2,∞
𝜆4 = 𝑅1 + 𝑅2,∞                                                

.        (7) 

Интерпретируя 𝜆4 как уравнение материального баланса, а 𝜆2 и 𝜆3 как некие внутренние параметры самой 

химической системы, которые должны соблюдаться в ходе процесса полимеризации, можно предположить, что 

процесс постоянно находится в состоянии сохранения массы веществ [15–16]. 

Таким образом, собственные значения матрицы реагентов (3) для этой комбинации (4) содержат два взаимно 

противоположных значения и одно, которое характеризует материальный баланс системы. 
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Результаты вычислительного эксперимента 

Исследование процесса безобрывной полимеризации привело к анализу матрицы реагентов вида (3). Здесь 

вычислительный эксперимент заключался в анализе собственных значений матрицы при смене столцов или строк 

местами. Если поменять местами ряды матрицы (4), то один из случаев будет иметь вид: 

𝑀𝑅2,∝ 𝑀𝑅1 𝐴𝑅1 𝐴𝑅2,∝; 

(

𝑅2,∝ 𝑅1 0 0
0 𝑀 0 𝐴

𝑀
0

0
0

𝐴
𝑅1

0
𝑅2,∝

)

𝑀
𝑅2,∝
𝑅1
𝐴

.         (8) 

Уже для этой матрицы (8) парные собственные значения переходят в комплексную область, но если допу-

стить их приближение к какому-либо конкретному действительному числу, то можно заметить, что они практи-

чески нулевые.  

Вообще говоря, смена рядов матрицы (4) и поиск ее собственных значений во всех интерпретациях позво-

ляют сделать вывод [16]: 

1) для всех видов перестановок рядов существует хотя бы одно нулевое собственное значение, из остав-

шихся трех всегда есть пара сопряженных; 

2) некоторые собственные значения, принадлежащие множеству как действительных, так и комплексных 

чисел, равны элементам, стоящим на главной диагонали; 

3) получаемые собственные значения всегда представляют собой суммарную комбинацию из 𝑅1, 𝑅2,∝, М, А; 

4) собственные значения, принадлежащие множеству комплексных чисел, во-первых, являются сопряжен-

ными, во-вторых, в предельном значении (t→) могут быть приравнены к нулю. Следовательно, в подобных 

наборах из четырех собственных значений три значения будут являться нулями, а одно – суммой компонент, 

стоящих на главной диагонали в выбранной комбинации строк и столбцов. 

Относительно комплексных собственных значений, можно утверждать, что они получаются: 

1) при появлении всех нулей на главной диагонали: 

(

0  𝐴 0 𝑅1
0  0 𝐴 𝑅2,∝
𝑅1
𝑅2,∝

𝑀
0

0
𝑀

0
0

); 

2) при появлении только одного участника из 𝑅1, 𝑅1, М, А, например, как в матрице: 

(

0  𝐴 0 𝑅1
𝑅2,∝ 0 𝑀 0
0
𝑅1

 0
 𝑀

𝐴
0

𝑅2,∝
0

); 

3) когда на главной диагонали появляется одна из несовместных пар MА или R1R2,∞: 

(

𝑅1 𝑀 0 0
𝑅2,∝ 0 𝑀 0

0
0

𝐴
0

0
𝐴

𝑅1
𝑅2,∝

); 

4) в случае одновременного появления на главной диагонали матрицы типа (4) всех участников: 

(

𝑅1 0 𝑀 0
𝑅2,∝ 𝑀 0 0

0
0

0
𝐴

𝐴
0

𝑅1
𝑅2,∝

). 

Если же собственные значения матриц типа (4) имеют действительные значения, то сами матрицы на глав-

ной диагонали содержат одну из троек и именно она дает тройку собственных значений: 1) 𝑅1, 𝑀, 𝑅1; 
2) 𝑅2,∝, 𝑀, 𝑅2,∝; 3) 𝑀,𝑅1, 𝑀; 4) 𝑀,𝑅2,∝, 𝑀; 5) 𝑅1, 𝐴, 𝑅1; 6) 𝑅2,∝, 𝐴, 𝑅2,∝; 7) 𝐴, 𝑅1, 𝐴; 8) 𝐴, 𝑅2,∝, 𝐴. Причем в каждой из 

этих троек одно собственное значение (парное) появляется как отдельное значение 𝜆4, а два других сопряжены. 

Так, собственные значения матрицы 

(

𝑅1  𝑀 0 0
𝑅2,∝  0 0 𝑀

0
0

𝐴
0

𝑅1
𝑅2,∝

0
𝐴

)              (9) 

будут иметь вид: 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜆1 = 0,                                                                 

𝜆2 =
𝐴

2
+
𝑅1
2
+
√𝐴2 − 2𝐴𝑅1 + 𝑅1

2 + 4𝑀𝑅2,∞

2
,    

𝜆3 =
𝐴

2
+
𝑅1
2
−
√𝐴2 − 2𝐴𝑅1 + 𝑅1

2 + 4𝑀𝑅2,∞

2
𝜆4 = 𝑅1                                                     

 

Однако, в приближении, 𝜆2 можно взять равным A, а 𝜆3равным 𝑅1. Следовательно, собственные значения 

практически повторили элементы главной диагонали. 

Таким образом, можно предположить, что действительные собственные значения отождествляют аналоги 

скоростей реакций (1), которые были заложены изначально. То есть, они показывают прямую (конъюнктивную) 

взаимосвязь между компонентами реакций, а таких взаимосвязей для данного процесса только четыре: 

𝑀𝑅1 ,  𝑀𝑅2,∞ ,  𝐴𝑅1, 𝐴𝑅2,∞. Появление комплексных собственных значений показывает наличие превалирующих 

компонент или их суммарных комбинаций из 𝑅1, 𝑅2,∝, М, А. 

Заключение 

В результате работы апробирована методика поиска собственных значений матриц (3), выписанных по ма-

тематической модели безобрывной полимеризации диенов (1). Полученные результаты свидетельствуют, что 

анализ матриц, подобных виду (3), по их собственным значениям может предсказать, какие прямые взаимосвязи 

между реагентами могут быть установлены в химическом процессе. Этим устанавливается эффективность ана-

лиза собственных значений матрицы реагентов для оценки вклада различных веществ в скорость реакции. Таким 

образом, получаемые из матрицы реагентов собственные значения и их связи могут свидетельствовать о харак-

теристиках процесса и отождествлять его важные математические соотношения. 
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