
156 МАТЕМАТИКА и МЕХАНИКА 

УДК 519.6:57.087.1 

DOI: 10.33184/bulletin-bsu-2026.3.3 

РАСЧЕТ НАПРЯЖЕНИЙ В ТРЕХМЕРНЫХ НЕВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ  

СЛОЖНОЙ ГЕОМЕТРИИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДА  

КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ И АДАПТИВНОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ 

© Н. Д. Морозкин, Д. М. Колонских* 

Уфимский университет науки и технологий 

Россия, Республика Башкортостан, 450076 г. Уфа, ул. Заки Валиди, 32. 

*Email: deniskolonskikh@gmail.com 

Предложен и реализован алгоритм адаптивного разбиения трехмерных невыпуклых мно-

госвязных областей на тетраэдральные конечные элементы с автоматическим сгущением 

сетки вблизи границ и концентраторов напряжений на основе характеристического множе-

ства опорных точек и триангуляции Делоне. Для задания трехмерной геометрии используется 

растровое представление сечений объекта, это позволяет автоматически учитывать слож-

ную форму области. Введен количественный критерий качества конечных элементов. В каче-

стве прикладного примера реализована трехмерная модель нижней челюсти и височно-нижне-

челюстного сустава. На основе этой модели методом конечных элементов (МКЭ) в трехмер-

ной постановке рассчитаны поля главных напряжений в височно-нижнечелюстном суставе 

при центральной, передней и боковой окклюзиях. Полученные результаты согласуются с клини-

ческими данными о зонах концентрации напряжений и подтверждают повышенную нагрузку 

на балансирующую сторону при боковой окклюзии. Предложенный алгоритм может быть ис-

пользован в расчетах биомеханики, где требуется дискретизация объектов неправильной 

формы. 
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1. Введение 

Биомеханические исследования часто связаны с моделированием объектов, имеющих сложную анатомиче-

скую форму: кости скелета, суставные поверхности, кровеносные сосуды, имплантаты. Для численного анализа 

напряженно-деформированного состояния сложных объектов методом конечных элементов (МКЭ) необходима 

качественная дискретизация расчетной области. Основные трудности возникают из-за невыпуклости, наличия 

внутренних полостей, резких изменений кривизны поверхности и необходимости сгущения сетки в зонах ожи-

даемых высоких градиентов напряжений [1]. 

Традиционные подходы к дискретизации области часто опираются на ручное построение сеток или исполь-

зование коммерческих инструментов, что затрудняет воспроизводимость результатов, требует значительных вре-

менных затрат и не всегда гарантирует качество элементов в зонах резкого изменения градиентов напряжений [2]. 

Кроме того, при переходе к трехмерным невыпуклым многосвязным областям стандартные алгоритмы автомати-

ческой генерации сеток демонстрируют низкую устойчивость либо чрезмерную вычислительную сложность [3]. 

Для объектов со сложной геометрией построение регулярной сетки часто невозможно из-за невыпуклости, 

наличия отверстий и резких изменений кривизны поверхности [4]. Ручное разбиение на элементы требует огром-

ных трудозатрат и не позволяет выполнять адаптацию сетки к ожидаемым градиентам решения. Поэтому разра-

ботка эффективных алгоритмов адаптивной триангуляции трехмерных невыпуклых областей является актуальной. 

В настоящей работе решается задача разработки полностью автоматизированного алгоритма адаптивного 

разбиения трехмерных областей на тетраэдральные конечные элементы, интегрированного с эффективным ре-

шателем систем уравнений метода конечных элементов (МКЭ). Особое внимание уделяется математическому 

обоснованию сходимости, контролю качества сетки и оптимизации хранения разреженных матриц жесткости. 

В качестве демонстрации работоспособности алгоритма приведен расчет полей напряжений в нижней челюсти 

и височно-нижнечелюстном суставе (ВНЧС) при физиологических нагрузках. Полученные результаты сопостав-

лены с клиническими данными. 

В отличие от классических методов триангуляции Делоне [5], в предложенном алгоритме встроен механизм 

адаптации плотности узлов на основе характеристической функции, формируемой автоматически по градиентам 

геометрии и ожидаемых полей напряжений. Дополнительно разработана процедура контроля минимального те-

лесного угла тетраэдров, гарантирующая сходимость МКЭ. 

2. Постановка краевой задачи 

Рассмотрим изотропное линейно-упругое тело, занимающее область 𝛺 ⊂ ℝ3 с границей  . Уравнения рав-

новесия в перемещениях имеют вид [6]: 
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где компоненты тензора напряжений 
ij  связаны с деформациями законом Гука: 
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.          (3) 

Здесь iu  – компоненты вектора перемещений, E – модуль Юнга, μ – коэффициент Пуассона. 

Граничные условия: 

 на границе 
F  заданы векторы приложенной нагрузки 

i ij jF n  (например, мышечные усилия),  

jn  – компоненты внешней нормали ( 1,2,3j  ); 

 на границе
 S  заданы нулевые перемещения (жесткое закрепление): 0iu  . 

Краевая задача сводится к минимизации функционала потенциальной энергии и далее – к системе линейных 

алгебраических уравнений МКЭ. 

3. Адаптивная триангуляция трехмерных областей 

3.1. Общая схема. 

Дискретизация области   производится путем построения характеристического множества опорных точек 

с последующей триангуляцией Делоне. Алгоритм состоит из следующих этапов. 

1. Задание геометрии объекта с использованием набора растровых сечений. 

2. Построение характеристической функции ( , , )W x y z , определяющей принадлежность точки области 

и требуемую плотность узлов. 

3. Генерация характеристического множества опорных точек со сгущением вблизи границы и в зонах 

высоких градиентов. 

4. Построение триангуляции Делоне по полученному множеству точек. 

5. Удаление элементов, не принадлежащих области, и оценка качества сетки. 

3.2. Геометрическое описание области через растровые сечения. 

Геометрия сложного объекта (например, компрессионной лопатки, фрагмента кости или сустава) может 

быть получена из результатов компьютерной томографии или спроектирована в системе трехмерного моделиро-

вания. Область представляется в виде трехмерного растрового изображения (воксельной сетки) с разрешением 

x y zL L L  . Пример такой воксельной фигуры приведен на рис. 1. Для демонстрации принципа модель имеет 

низкое разрешение – 23 23 9   вокселей, однако в реальных задачах используется разрешение в тысячи единиц 

по каждой оси. 

 

Рис. 1. Задание геометрии растровыми сечениями  

(воксельная модель). 
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На трехмерной воксельной модели вводится характеристическая весовая функция ( , , )W x y z , определяющая 

плотность распределения опорных точек. Каждый воксель хранит значение 0W   для точек вне области, и 0W   
для внутренних точек. Такой способ хранения требует дополнительный объем оперативной памяти, но обеспе-
чивает высокую скорость доступа в дальнейшем итерационном процессе распределения опорных точек – узлов 
конечно-элементной модели. 

3.3. Характеристическая функция и управление плотностью. 
Учет особенностей задачи (например, концентрации напряжений) выполняется операцией линейного раз-

мытия весовой функции W от «особых точек» (мест приложения нагрузок, острых углов) и границы внутрь об-
ласти: значение функции увеличивается вблизи поверхности и в местах предполагаемой концентрации напряже-
ний. В результате W увеличивается в зонах, где требуется большее число узлов. Это позволяет в дальнейшем 
управлять плотностью узлов. 

Математически размытие реализуется итеративным алгоритмом: для каждого вокселя ( , , )x y z  

 1
( , , )

( , , ) max ( , , ), max ( ( , , ) )k k k
dx dy dz N

W x y z W x y z W x dz y dy z dz h


     , 

где N – окрестность радиуса R, а h  – параметр затухания. Процесс повторяется до сходимости. В результате 
градиент W направлен внутрь области, а у границы значения максимальны. 

 

Рис. 2. Характеристическая функция W на сечении объекта.  

Красным цветом указана особая точка (область сгущения элементов). 

На рис. 2 приведен пример распределения значений характеристической функции на сечении объекта после 
применения итеративной процедуры. Цветом обозначены значения функции, обеспечивающие повышенную 
плотность опорных узлов будущей модели вблизи границы и в зонах с высокими градиентами (особых точках), 
рассчитываемых методом конечных элементов параметров (например, напряжений). 

3.4. Распределение опорных точек (узлов КЭ-сетки). 
Требуется получить множество точек внутри области, плотность которых пропорциональна ( , , )W x y z . Ге-

нерация выполняется методом случайного бросания с последующей релаксацией: 

 случайная точка генерируется с плотностью вероятности )( ,, ,, ()p Wz xy yx z  (рис. 3а); 

 после генерации заданного числа точек выполняется итеративная процедура отталкивания: каждая точка 
взаимодействует с соседями в пределах радиуса r , сила отталкивания обратно пропорциональна квадрату 
расстояния. Весовая функция W влияет на «жесткость» отталкивания: вблизи границы (большие W) точки 
отталкиваются слабее, благодаря чему сохраняется высокая плотность у границы (рис. 3б). 
Для ускорения расчетов используется динамический список соседей. Это снижает сложность алгоритма 

с O(N2) до O(N⋅k), где k ≈ 20 – средняя длина списка. Точки, вышедшие за пределы области, возвращаются на гра-
ницу по нормали к поверхности и фиксируются как граничные. В результате получается множество точек с вы-
сокой плотностью вблизи заданных областей. 



ISSN 1998-4812 Вестник Башкирского университета. 2026. Т. 31. №3 159 

 

Рис. 3. Множество опорных точек: а) случайная генерация; б) после релаксации. 

3.5. Триангуляция Делоне и удаление посторонних элементов. 

Построение сетки выполняется по классическому алгоритму Делоне: для каждого тетраэдра описанная 

сфера не должна содержать других узлов. Реализован алгоритм роста от «активных» граней: для каждой грани 

ищется точка, не нарушающая условие Делоне, формируется тетраэдр, грани помечаются пассивными или оста-

ются активными (рис. 4). 

 

Рис. 4. Построение конечно-элементной сетки  

на множестве опорных точек. 

При моделировании невыпуклых областей часть тетраэдров может выходить за пределы исходной фигуры. 

Проверка принадлежности тетраэдра области осуществляется по значению характеристической функции в не-

скольких точках (например, в центре масс или в вершинах вписанной сферы): для значений W = 0 в проверочных 

точках, элемент удаляется. 

3.6. Оценка качества сетки. 

Качество i-го тетраэдра определяется соотношением: 

i
i

i

r
q

R
 , 

где 
ir  – радиус вписанной сферы, 

iR  – длина наибольшего ребра,   – нормирующий коэффициент (для правиль-

ного тетраэдра 1iq   при 2 6  ). Общее качество модели определяется как средневзвешенное q: 

 

1

1 M

i

i

q q
M 

  . 

Обеспечение сходимости МКЭ требует 
min 0q q  (практически 5.5средq  ) и отсутствие вырожденных эле-

ментов (минимальный телесный угол 
min 0  ). 

4. Конечно-элементная аппроксимация и численная реализация 

На построенной тетраэдральной сетке вводится конечно-элементное пространство кусочно-линейных не-

прерывных функций. Каждый тетраэдр – элемент с четырьмя узлами (линейный симплекс-элемент). Перемеще-

ния внутри элемента аппроксимируются как 
4

1

( , , ) ( , , )j j

j

u x y z N x y z u


 , 
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где 
jN  – интерполирующие базисные функции, равные 1 в j -м узле и 0 в остальных. Матрица жесткости эле-

мента e
k  вычисляется по формуле 

e

e T T

e
V

dV V k B EB B EB , 

где B  – матрица, связывающая деформации и узловые перемещения, E  – матрица упругих констант (постоянна 

на элементе), 
eV  – объем тетраэдра. Интеграл вычисляется точно, поскольку подынтегральное выражение постоянно. 

Глобальная система уравнений имеет вид: 

KU F , 

где K – симметричная положительно определенная разреженная матрица, F – вектор узловых сил. 

Сходимость дискретной задачи обеспечивается при R→0 (максимальный размер ребра) и сохранении мини-

мального телесного угла, что гарантируется предложенным алгоритмом контроля качества 
iq . 

 

 

5. Оптимизация решения СЛАУ и хранение разреженных матриц 

Размерность системы K  для реальных задач достигает 4 510 10  неизвестных. Прямое хранение полной мат-

рицы неэффективно. Применен следующий комплекс мер: 

 Упорядочение узлов. Использован модифицированный алгоритм Катхилла-Макки на основе корневой 

структуры уровней. Начиная с произвольного узла, последовательно нумеруются соседи (уровень 1), затем 

соседи непронумерованных узлов уровня 1 (уровень 2) и т.д. Алгоритм позволяет минимизировать макси-

мальную разность номеров узлов одного элемента, что приводит к ленточной структуре K с минимальной 

полулентой m. 

 Диагональная схема хранения. Ненулевые элементы поддиагоналей нижнего треугольника сохраняются 

в прямоугольном массиве размерности n × (m + 1). В среднем это сокращает требуемую память более чем 

в 10 раз. 

 Метод Холецкого. Матрица раскладывается в произведение TK LL , где L – нижняя треугольная матрица. 

Алгоритм реализован в форме скалярных произведений, адаптированной под компактное хранение: 

1
2

1

i

ii ii ik

k

L K L




  , 
1

1

1 i

ij ji jk ik

kii

L K L L
L





 
  

 
 , j i . 

Решение системы сводится к прямой и обратной подстановкам. Положительная определенность K гаранти-

рует отсутствие деления на ноль и высокую численную устойчивость. 

6. Результаты расчета на примере нижней челюсти 

Разработанный алгоритм применен для расчета напряжений, возникающих в нижней челюсти человека с ви-

сочно-нижнечелюстным суставом (ВНЧС). Исходные данные – набор компьютерных томограмм, по которым 

построена поверхность. Модель построена на основе анатомического прототипа, содержит зубы, тело челюсти, 

венечный и суставной отростки, суставной диск. Характеристическая функция W задана так, чтобы сгустить 

сетку в области суставной головки, суставного отростка и по границе кости. Автоматическое разбиение дало 

18757 тетраэдров и 5293 узлов конечно-элементной модели. Сгущение сетки выполнено в височной области и у границы 

раздела материалов (рис. 5). Среднее качество элементов 6,2срq  , минимальный телесный угол o

min 18  . 

 

Рис. 5. Конечно-элементная модель нижней челюсти человека. 
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При проведении расчетов приняты параметры кортикальной кости (E = 1,37⋅104 МПа, μ = 0,3), дентина (E = 

1,56⋅104 МПа, μ = 0,3) и суставного диска (E = 4,375⋅103 МПа, μ = 0,3) [7]. Нагрузки моделируют сокращение 

жевательных, височных и крыловидных мышц по данным электромиографии. Рассматривались три фазы жева-

тельного цикла: центральная, передняя и боковая окклюзии. 

Рассмотрены три основных функциональных положения нижней челюсти (окклюзии), составляющих жева-

тельный цикл: 

1. Центральная окклюзия – смыкание зубов при максимальном количестве контактов, суставные головки 

в центральном положении. 

2. Передняя окклюзия – контакт передних зубов, головки смещены вперед и вниз. 

3. Боковая окклюзия (правая) – жевательная нагрузка на правой стороне, левая – балансирующая. 

Нагрузки от жевательной, височной и крыловидных мышц заданы по данным Вебера [8] (табл.). Жесткое 

закрепление задается на поверхностях зубных рядов (окклюзионный контакт) и на суставном диске (контакт 

с впадиной черепа). 

 

Таблица 

Величины мышечных сил (максимальные значения) 

Мышца Сила, Н 

Жевательная 750 

Височная 800 

Внутренняя крыловидная 400 

Наружная крыловидная 300 

В каждом типе окклюзии силы пересчитываются с учетом направления и долевого участия мышц. 

Результаты расчета напряжений 

 Центральная окклюзия. Поле напряжений симметрично относительно срединной плоскости. Максимальные 

главные напряжения max

1 10,06 МПа   локализованы у основания суставного отростка и во внешне-перед-

нем отделе суставной головки. В суставном диске напряжения достигают 8,7 МПа (∼1,46 раза больше, чем 

в головке), что подтверждает его амортизирующую функцию. 

 Передняя окклюзия. Нагрузка смещается на фронтальную группу зубов. Максимальные напряжения снижа-

ются до 5,18 МПа, однако зона концентрации сохраняется в переднем отделе диска. При равных мышечных 

усилиях передняя окклюзия создает более высокий градиент напряжений в диске, чем центральная. 

 Боковая окклюзия. Нагрузка несимметрична. На балансирующей стороне напряжения в суставной головке 

достигают 7,81 МПа, в диске – 10,78 МПа, что в 1,47–1,66 раза превышает показатели рабочей стороны. Это 

согласуется с клиническими данными о преимущественном возникновении дисфункциональных состояний 

именно на балансирующей стороне при одностороннем жевании или потере жевательных зубов [9]. 

Поле перемещений показывает, что максимальные упругие деформации (до 0,15 мм) возникают в венечном 

отростке и углу нижней челюсти – зонах прикрепления жевательных мышц. 

Полученные результаты хорошо согласуются с данными клинических исследований [10] и демонстрируют, 

что предложенная методика адаптивной триангуляции позволяет создавать адекватные конечно-элементные мо-

дели для сложных биомеханических объектов. 

7. Заключение 

1. Разработан и программно реализован алгоритм адаптивной триангуляции сложных трехмерных невы-

пуклых областей, обеспечивающий автоматическое сгущение сетки вблизи границ и заданных концентраторов 

напряжений на основе характеристической функции и триангуляции Делоне. 

2. Предложена процедура упорядочения узлов КЭ-модели и диагональная схема хранения разреженных 

матриц жесткости, что в сочетании с методом Холецкого позволяет эффективно решать системы порядка 104–105 

с минимальными требованиями к оперативной памяти. 

3. На примере трехмерной модели нижней челюсти и ВНЧС продемонстрирована корректность и устой-

чивость предложенного алгоритма. Получены количественные оценки главных напряжений при различных ок-

клюзиях, выявлены зоны концентрации, совпадающие с клинически значимыми участками поражения сустава. 

4. Разработанный программный комплекс может быть применен для моделирования напряженно-дефор-

мированного состояния биомеханических и инженерных объектов со сложной геометрией, а также для оптими-

зации ортопедических и хирургических вмешательств. 
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This paper presents the development and implementation of an adaptive meshing algorithm for partitioning three-dimensional 

non-convex multiply connected domains into tetrahedral finite elements. The algorithm provides automatic mesh refinement near 

boundaries and stress concentration zones by employing a characteristic set of reference points in conjunction with Delaunay triangu-

lation. The three-dimensional geometry is defined using raster representations of object cross-sections, enabling automatic handling 

of complex domain shapes. A quantitative criterion for assessing finite element quality is introduced. The effectiveness of the approach 

is demonstrated through a three-dimensional finite element model of the human mandible and temporomandibular joint (TMJ). Using 

this model, principal stress distributions in the TMJ are calculated under central, anterior, and lateral occlusion conditions. The numer-

ical results show good agreement with clinical data regarding stress concentration patterns and confirm the elevated load on the bal-

ancing side during lateral occlusion. The proposed algorithm is well-suited for biomechanical computations requiring the discretization 

of irregularly shaped objects. 
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